
SODDISFACIMENTOSODDISFACIMENTO DIDI VINCOLIVINCOLI
•• Molti problemi di AI possono essere Molti problemi di AI possono essere 

visti come problemi di visti come problemi di 
soddisfacimento di vincoli. soddisfacimento di vincoli. 

•• Obiettivo: trovare uno stato del Obiettivo: trovare uno stato del 
problema che soddisfi un dato insieme problema che soddisfi un dato insieme 
di vincoli.di vincoli.
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•• Esempio: Il Problema delle Otto Esempio: Il Problema delle Otto 
RegineRegine

–– È data una scacchiera (8x8): il problema È data una scacchiera (8x8): il problema 
consiste nel posizionarvi otto regine in consiste nel posizionarvi otto regine in 
modo da evitare un attacco reciproco. modo da evitare un attacco reciproco. 

–– Le mosse possibili per la regina  Le mosse possibili per la regina  
prevedono tutte le posizioni sulla stessa prevedono tutte le posizioni sulla stessa 
riga, colonna e diagonale a partire dalla riga, colonna e diagonale a partire dalla 
casella.casella.

PROBLEMAPROBLEMA DELLEDELLE 88 REGINEREGINE::
MODELLOMODELLO 11

•• LeLe posizioniposizioni delladella scacchierascacchiera sonosono rappresentaterappresentate dada NXNNXN variabilivariabili
((88XX88)).. MoltoMolto numerosenumerose..

•• L'istanziazioneL'istanziazione didi unauna variabilevariabile NN alal valorevalore 11 indicaindica cheche e’e’ posizionataposizionata
unauna reginaregina sese ilil valorevalore e’e’ 00 lala posizioneposizione e’e’ liberalibera DominioDominio didi possibilipossibili
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unauna regina,regina, sese ilil valorevalore ee 00 lala posizioneposizione ee liberalibera.. DominioDominio didi possibilipossibili
valorivalori:: [[11,,00]]..

•• II vincolivincoli sonosono cheche nonnon possonopossono esserciesserci duedue 11 contemporaneamentecontemporaneamente
sullasulla verticale,verticale, orizzontaleorizzontale oo diagonalediagonale..



PROBLEMAPROBLEMA DELLEDELLE 88 REGINEREGINE::
MODELLOMODELLO 22 (quello(quello cheche adotteremo)adotteremo)

•• LeLe ottootto regineregine vengonovengono rappresentaterappresentate concon lele variabilivariabili

XX11,, XX22,, ......,, XX88

•• IlIl pedicepedice sisi riferisceriferisce allaalla colonnacolonna occupataoccupata dalladalla corrispondentecorrispondente reginaregina..
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•• L'L'istanziazioneistanziazione didi unauna variabilevariabile XXii alal valorevalore kk appartenenteappartenente all'insiemeall'insieme
[[11....88]] indicaindica cheche lala reginaregina corrispondentecorrispondente vieneviene posizionataposizionata sullasulla kk--
esimaesima rigariga delladella ii--esimaesima colonnacolonna..

•• LeLe variabilivariabili hannohanno comecome insiemeinsieme didi possibilipossibili valorivalori gligli interiinteri compresicompresi
tratra 11 ee 88 cheche corrispondonocorrispondono allealle righerighe occupateoccupate..

VINCOLIVINCOLI:: DUEDUE TIPITIPI

•• QuelliQuelli cheche vincolanovincolano ii valorivalori delledelle variabilivariabili alal dominiodominio suddettosuddetto ee quelliquelli cheche
devonodevono impedireimpedire unun attaccoattacco reciprocoreciproco ee cheche impongono,impongono, quindi,quindi, relazionirelazioni tratra ii
valorivalori assuntiassunti dalledalle variabilivariabili..

11≤≤ XXii ≤≤88 perper 11 ≤≤ ii ≤≤ 88

XX XX 11 ≤≤ ii jj ≤≤ 88
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XXii ≠≠ XXjj perper 11 ≤≤ ii << jj ≤≤ 88

XXii ≠≠ XXjj +(j+(j--i)i) perper 11 ≤≤ ii << jj ≤≤ 88

XXii ≠≠ XXjj -- (j(j--i)i) perper 11 ≤≤ ii << jj ≤≤ 88

•• IlIl primoprimo vincolovincolo imponeimpone cheche ii valorivalori assuntiassunti dalledalle variabilivariabili deldel problemaproblema sianosiano
compresicompresi tratra ii numerinumeri interiinteri 11 ee 88:: vincolivincoli unariunari

•• II tretre vincolivincoli successivisuccessivi definisconodefiniscono relazionirelazioni tratra lele variabilivariabili e,e, inin particolare,particolare, tratra
duedue variabilivariabili allaalla voltavolta:: vincolivincoli binaribinari



DueDue tipitipi didi vincolivincoli (continua)(continua)

11≤≤ XXii ≤≤8 8 perper 1 1 ≤≤ i i ≤≤ 88

XXii ≠≠ XXj j perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

XXii ≠≠ XXj j +(j+(j--i) i) perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

XXii ≠≠ XXj j -- (j(j--i)i) perper 1 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

55

•• IlIl secondosecondo imponeimpone cheche duedue regineregine nonnon sianosiano posizionateposizionate sullasulla stessastessa
rigariga.. InIn casocaso contrariocontrario sisi attaccherebberoattaccherebbero..

•• IlIl terzoterzo ee ilil quartoquarto vincolovincolo riguardanoriguardano lele posizioniposizioni sullesulle duedue diagonalidiagonali aa
partirepartire dalladalla casellacasella inizialeiniziale:: impongonoimpongono cheche ilil posizionamentoposizionamento didi duedue
regineregine sullasulla medesimamedesima diagonalediagonale siasia scartatoscartato comecome soluzionesoluzione nonnon
ammissibileammissibile..

ESEMPIO: SCHEDULING COME CSPESEMPIO: SCHEDULING COME CSP

•• Scheduling: Scheduling: 

•• assegnareassegnare azioniazioni (con (con unauna certacerta duratadurata) a ) a risorserisorse per un per un certocerto tempo (le tempo (le 
risorserisorse possonopossono essereessere condivisecondivise).).

•• VariabiliVariabili: start time : start time delledelle attivitàattività
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•• Domini: Domini: possibilipossibili start time start time delledelle attivitàattività

•• VincoliVincoli: : 
–– Le Le attivitaattivita` ` cheche usanousano la la stessastessa risorsarisorsa non non possonopossono essereessere eseguiteeseguite in in intervalliintervalli

cheche sisi sovrappongonosovrappongono eses:  :  

–– Start1 + d1 <= Start2 or  Start2 + d2 <= Start1 Start1 + d1 <= Start2 or  Start2 + d2 <= Start1 

–– EventualmenteEventualmente altrialtri dipendentidipendenti daldal problemaproblema, , qualiquali ordinamentiordinamenti frafra attivitàattività..



ESEMPIOESEMPIO:: MAPMAP COLORINGCOLORING
•• Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, 

caratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigue caratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigue 
siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a 
disposizione i colori red (r), green (g) e blu (b)disposizione i colori red (r), green (g) e blu (b)
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MAPMAP--COLORING come  CSPCOLORING come  CSP

•• Quattro colori sono sufficienti per ogni mappa (dimostrato solo nel Quattro colori sono sufficienti per ogni mappa (dimostrato solo nel 
1976). Variante facile del problema del Graph Coloring1976). Variante facile del problema del Graph Coloring–– al massimo al massimo 
quatro regioni sono connesse con tutte.quatro regioni sono connesse con tutte.

•• Variabili: regioniVariabili: regioni
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Variabili: regioniVariabili: regioni

•• Domini: colori permessiDomini: colori permessi

•• Vincoli: Vincoli: 
–– Regioni adiacenti devono avere colori diversi.Regioni adiacenti devono avere colori diversi.



CRIPTOARITMETICACRIPTOARITMETICA
•• SS EE NN DD ++

MM OO RR EE ==

MM OO NN EE YY
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•• Due lettere diverse non possono avere lo stesso valore;Due lettere diverse non possono avere lo stesso valore;
•• Le somme delle cifre devono corrispondere a quanto illustrato dal Le somme delle cifre devono corrispondere a quanto illustrato dal 

problema.problema.

•• Obiettivo: determinare uno stato in cui ad ogni lettera è associata una Obiettivo: determinare uno stato in cui ad ogni lettera è associata una 
cifra in modo che i vincoli iniziali siano soddisfatti.cifra in modo che i vincoli iniziali siano soddisfatti.

•• I problemi di progetto sono tipicamente problemi a vincoli: un progetto I problemi di progetto sono tipicamente problemi a vincoli: un progetto 
deve rispettare vincoli di costo, tempo, materiali ecc.deve rispettare vincoli di costo, tempo, materiali ecc.

SUDOKUSUDOKU COME CSPCOME CSP

•• Alcune caselle sono già fissate, le altre vanno riempite con numeri dall'1 al 9 Alcune caselle sono già fissate, le altre vanno riempite con numeri dall'1 al 9 

•• la tavola è suddivisa in 9 quadranti di 3x3 caselle la tavola è suddivisa in 9 quadranti di 3x3 caselle 

•• su ogni quadrante devono essere messi tutti e 9 i numeri, senza ripetizioni su ogni quadrante devono essere messi tutti e 9 i numeri, senza ripetizioni 

•• inoltre, ogni riga orizzontale e ogni riga verticale dell'intera tavola non deve inoltre, ogni riga orizzontale e ogni riga verticale dell'intera tavola non deve 
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, g g g g, g g g g
contenere ripetizioni di numeri contenere ripetizioni di numeri 

•• OgniOgni casellacasella è è unauna variabilevariabile con con dominiodominio dada 1 a 9;1 a 9;

•• VincoliVincoli didi diversitàdiversità ((tantitanti…).…).

•• VedreteVedrete vincolivincoli specialispeciali ((AlldifferentAlldifferent) ) nelnel corsocorso didi
ApplicazioniApplicazioni..



SUDOKU: grigliaSUDOKU: griglia
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Differenti CSPDifferenti CSP

•• Variabili DiscreteVariabili Discrete
–– Domini Finiti:Domini Finiti:

•• nn variables, con dimensione d (quelli che vedremo)variables, con dimensione d (quelli che vedremo)

•• Interi, stringhe ecc, Interi, stringhe ecc, 

•• e.g., jobe.g., job-- scheduling, variabili rappresentano giorni di inizioscheduling, variabili rappresentano giorni di inizio--fine perfine per
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e.g., jobe.g., job scheduling, variabili rappresentano giorni di inizioscheduling, variabili rappresentano giorni di inizio fine per fine per 
ogni lavoroogni lavoro

•• vincoli di durata StartJobvincoli di durata StartJob11 + 5 + 5 ≤ ≤ StartJobStartJob33

•• Variabili ContinueVariabili Continue
–– Programmazione lineare (Ricerca Operativa)Programmazione lineare (Ricerca Operativa)



CSP PIÙ FORMALMENTECSP PIÙ FORMALMENTE

•• Formalmente un CSP (Constraints Satisfaction Problem) può essere Formalmente un CSP (Constraints Satisfaction Problem) può essere 
definito su un insieme finito di variabili:definito su un insieme finito di variabili:

(X(X11,X,X22,...,X,...,Xnn)) i cui valori appartengono a domini finiti di definizione i cui valori appartengono a domini finiti di definizione 
(D(D11,D,D22,...,D,...,Dnn)), e su un insieme di vincoli. , e su un insieme di vincoli. 

U i lU i l (X(X XX XX )) t k i bili è tt i i d lt k i bili è tt i i d l
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•• Un vincolo Un vincolo c(Xc(Xi1i1,X,Xi2i2,...X,...Xikik)) tra k variabili è un sottoinsieme del tra k variabili è un sottoinsieme del 
prodotto cartesiano  prodotto cartesiano  DDi1i1 ×× DDi2i2 ××... ... ×× DDikik che specifica quali valori che specifica quali valori 
delle variabili sono compatibili con le altre. delle variabili sono compatibili con le altre. 

•• Tale sottoinsieme non deve essere definito esplicitamente ma è Tale sottoinsieme non deve essere definito esplicitamente ma è 
rappresentato in termini di relazioni. rappresentato in termini di relazioni. 

•• Una soluzione ad un CSP prevede un assegnamento di tutte le Una soluzione ad un CSP prevede un assegnamento di tutte le 
variabili che soddisfi tutti i vincoli.variabili che soddisfi tutti i vincoli.

CSP come ricerca nello spazio degli statiCSP come ricerca nello spazio degli stati

•• CSP:CSP:
–– statestate è è definitodefinito dada variabilivariabili XXii con  con  valorivalori presipresi daidai dominidomini DDii

–– goal testgoal test è un è un insiemeinsieme didi vincolivincoli cheche specificanospecificano le le combinazionicombinazioni didi valorivalori
permessipermessi (in (in modomodo intensionaleintensionale).).

–– OperatoriOperatori possonopossono essereessere assegnamentiassegnamenti didi valorivalori a a variabilivariabili (labeling)(labeling)
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•• LinguaggioLinguaggio didi formalizzazioneformalizzazione generalegenerale

•• AlgoritmiAlgoritmi generalgeneral--purposepurpose per la per la soluzionesoluzione..



CSP come possibile algoritmo di ricercaCSP come possibile algoritmo di ricerca

•• StatoStato inizialeiniziale: : assegnamentoassegnamento vuotovuoto { }{ }

•• FunzioneFunzione SuccessoreSuccessore: : assegnaassegna un un valorevalore ad ad unauna variabilevariabile non non ancoraancora
legatalegata (in (in modomodo cheche siasia legalelegale con con gligli assegnamentiassegnamenti giàgià fattifatti).).

falliscifallisci se non se non esisteesiste

•• Goal testGoal test:: l’assegnamentol’assegnamento èè completocompleto ((tuttetutte lele variabilivariabili sonosono legate)legate)

1515

•• Goal testGoal test: : l assegnamentol assegnamento è è completocompleto ((tuttetutte le le variabilivariabili sonosono legate).legate).

1.1. Schema Schema identicoidentico per per tuttitutti ii CSPs  CSPs  

2.2. ProfonditàProfondità limitatalimitata a n se n a n se n sonosono le le variabilivariabili. . 
usausa depthdepth--first searchfirst search

3.3. La La stradastrada è è irrilevanteirrilevante. . 

4.4. ProblemaProblema commutativocommutativo con con ddnn fogliefoglie (se d è la (se d è la cardinalitàcardinalità deidei dominiidominii))

ALBEROALBERO DECISIONALEDECISIONALE
•• Qualunque tecnica di soluzione di problemi NPQualunque tecnica di soluzione di problemi NP--difficili fa uso, almeno difficili fa uso, almeno 

concettualmente, di un albero decisionale. concettualmente, di un albero decisionale. 
•• Un possibile albero decisionale per un CSP si ottiene (dopo aver Un possibile albero decisionale per un CSP si ottiene (dopo aver 

stabilito un ordinamento per le variabili) facendo corrispondere ad stabilito un ordinamento per le variabili) facendo corrispondere ad 
ogni livello dell'albero l'assegnamento di una variabile e ad ogni nodo ogni livello dell'albero l'assegnamento di una variabile e ad ogni nodo 
la scelta di un possibile valore da dare alla variabile corrispondente al la scelta di un possibile valore da dare alla variabile corrispondente al 
livello del nodo stesso.livello del nodo stesso.
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livello del nodo stesso.livello del nodo stesso.
•• Ogni foglia dell'albero rappresenterà quindi un assegnamento di valori Ogni foglia dell'albero rappresenterà quindi un assegnamento di valori 

a tutte le variabili. Se tale assegnamento soddisfa tutti i vincoli, allora a tutte le variabili. Se tale assegnamento soddisfa tutti i vincoli, allora 
la foglia corrispondente rappresenterà una soluzione del problema, la foglia corrispondente rappresenterà una soluzione del problema, 
altrimenti rappresenterà un fallimento.altrimenti rappresenterà un fallimento.

•• La ricerca di una soluzione è equivalente all'esplorazione dell'albero La ricerca di una soluzione è equivalente all'esplorazione dell'albero 
decisionale per trovare una fogliadecisionale per trovare una foglia--soluzione. soluzione. 

•• In un problema di n variabili ed in cui i domini hanno tutti la stessa In un problema di n variabili ed in cui i domini hanno tutti la stessa 
cardinalità d, il numero di foglie di un albero decisionale così costruito cardinalità d, il numero di foglie di un albero decisionale così costruito 
è pari a dè pari a dnn..



ESEMPIOESEMPIO::
•• PerPer esempio,esempio, inin unun alberoalbero cheche rappresentarappresenta unun problemaproblema didi 1010 variabilivariabili

eded inin cuicui ogniogni dominiodominio haha cardinalitàcardinalità 1010 esistonoesistono 1010 miliardimiliardi didi fogliefoglie..

•• ÈÈ quindiquindi evidenteevidente cheche lala strategiastrategia didi esplorazioneesplorazione dell'alberodell'albero risultarisulta didi
importanzaimportanza fondamentalefondamentale alal finefine didi trovaretrovare unauna soluzionesoluzione perper unun
problemaproblema complessocomplesso inin tempitempi ragionevolmenteragionevolmente brevibrevi (tecniche(tecniche didi
consistenza)consistenza).. QuiQui 3322
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)) QQ

X1 = 1 X1 = 2
X1 = 3

X2 = 1
X2=2 X2=3 X2 = 1X2=2 X2=3

X2 =1
X2=2

X2=2
X2=3

X1={1,2,3}
X2={1,2,3} ; X1 <> X2

GLI ALGORITMI DI PROPAGAZIONEGLI ALGORITMI DI PROPAGAZIONE

•• GliGli algoritmialgoritmi didi propagazionepropagazione sonosono metodimetodi didi ricercaricerca piùpiù intelligentiintelligenti cheche
tentanotentano didi prevenireprevenire ii fallimentifallimenti anzichèanzichè recuperarerecuperare fallimentifallimenti giàgià
avvenutiavvenuti..

•• PruningPruning aa prioripriori dell'alberodell'albero delledelle decisionidecisioni
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•• PruningPruning aa prioripriori dell alberodell albero delledelle decisionidecisioni..

•• UtilizzareUtilizzare lele relazionirelazioni tratra lele variabilivariabili deldel problema,problema, ii vincoli,vincoli, perper ridurreridurre
lolo spaziospazio didi ricercaricerca primaprima didi arrivarearrivare alal fallimentofallimento..

•• VengonoVengono cosìcosì eliminatieliminati ramirami dell'alberodell'albero cheche porterebberoporterebbero adad unun sicurosicuro
insuccessoinsuccesso limitandolimitando inutiliinutili backtrackingbacktracking..



DUE APPROCCIDUE APPROCCI
•• DatoDato unun CSPCSP esistonoesistono duedue possibilipossibili approcciapprocci perper lala suasua risoluzionerisoluzione::

unouno basatobasato sullesulle TecnicheTecniche didi ConsistenzaConsistenza ee l'altrol'altro susu AlgoritmiAlgoritmi didi
PropagazionePropagazione..

•• SenzaSenza perditaperdita didi generalitàgeneralità cici riferiremo,riferiremo, nelnel seguito,seguito, aa CSPCSP susu vincolivincoli
binaribinari (vincoli(vincoli cioècioè cheche coinvolgonocoinvolgono duedue variabili)variabili)..

•• AlgoritmiAlgoritmi didi PropagazionePropagazione
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–– BasatiBasati sullasulla propagazionepropagazione deidei vincolivincoli perper eliminareeliminare aa priori,priori, durantedurante lala
ricercaricerca,, porzioniporzioni dell'alberodell'albero decisionaledecisionale cheche porterebberoporterebbero adad unun sicurosicuro
fallimentofallimento (compatibilmente(compatibilmente concon lele sceltescelte giàgià effettuate)effettuate)..

•• TecnicheTecniche didi ConsistenzaConsistenza

–– BasatiBasati sullasulla propagazionepropagazione deidei vincolivincoli perper derivarederivare unun problemaproblema piùpiù
semplicesemplice didi quelloquello (completo)(completo) originaleoriginale..

•• Tipicamente,Tipicamente, primaprima sisi applicanoapplicano TecnicheTecniche didi ConsistenzaConsistenza ee poipoi didi
Propagazione,Propagazione, oppureoppure sonosono integrateintegrate durantedurante lala ricercaricerca..

ALGORITMI generativiALGORITMI generativi

•• LeLe duedue tecnichetecniche cheche usanousano ii vincolivincoli aa posterioriposteriori sonosono::

–– IlIl GenerateGenerate andand TestTest (GT)(GT)

–– LoLo StandardStandard BacktrackingBacktracking (SB)(SB)..
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GENERATE TEST



•• GliGli algoritmialgoritmi didi propagazionepropagazione sisi basanobasano sulsul concettoconcetto inversoinverso..

•• TecnicheTecniche qualiquali ForwardForward CheckingChecking (FC),(FC), ee ilil LookingLooking AheadAhead (LA)(LA)..

•• UnUn modulomodulo propagapropaga ii vincolivincoli finchéfinché èè possibilepossibile ((constrainconstrain));; allaalla finefine
delladella propagazionepropagazione oo sisi èè giuntigiunti adad unauna soluzionesoluzione (od(od aa unun fallimento)fallimento)
oo sonosono necessarienecessarie nuovenuove informazioniinformazioni sullesulle variabilivariabili liberelibere ((generategenerate))..

ALGORITMI ALGORITMI DIDI PROPAGAZIONEPROPAGAZIONE
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CONSTRAIN GENERATE

• Consideriamo una ricerca depth-first in un albero decisionale. Si
tende a scendere di livello nell'albero fino a quando o si sono
assegnate tutte le variabili, e quindi si è trovata una soluzione,
oppure non è più possibile trovare un valore (la sequenza corrente
non può portare a una soluzione ammissibile); quindi si esegue
un'altra scelta sull'ultima variabile della sequenza stessa.

USO DEI VINCOLI A PRIORI E A USO DEI VINCOLI A PRIORI E A 
POSTERIORIPOSTERIORI
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q
• L'algoritmo ha tre gradi di libertà:

– la scelta nell'ordinamento delle variabili;

– la scelta nell'ordine di selezione del valore da attribuire alla variabile
corrente;

– la propagazione effettuata in ciascun nodo.

• I primi due riguardano le euristiche sulla strategia di ricerca.



• Il terzo grado di libertà è ciò che differenzia le diverse strategie:

• Algoritmi senza propagazione:

– Generate and Test

USO DEI VINCOLI A PRIORI E A USO DEI VINCOLI A PRIORI E A 
POSTERIORIPOSTERIORI
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– Standard Backtracking

• Algoritmi di Propagazione

– Forward Checking
– (Partial and Full) Look Ahead

•• L'interprete del linguaggio sviluppa e visita un albero decisionale L'interprete del linguaggio sviluppa e visita un albero decisionale 
percorrendolo in profondità assegnando valori alle variabili senza percorrendolo in profondità assegnando valori alle variabili senza 
preoccuparsi di verificare la consistenza con gli altri vincoli. preoccuparsi di verificare la consistenza con gli altri vincoli. 

•• Esempio, istanza del problema di Esempio, istanza del problema di MapMap ColoringColoring::

•• Vincoli di dominio: X1, X2, X3, X4, X5:: [rosso, giallo, verde, blu]Vincoli di dominio: X1, X2, X3, X4, X5:: [rosso, giallo, verde, blu]

GENERATE AND TESTGENERATE AND TEST
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•• Vincoli topologici:Vincoli topologici:
X1 X1 ≠ ≠ X2 , X1 X2 , X1 ≠ ≠ X3, X1 X3, X1 ≠ ≠ X4, X1 X4, X1 ≠ ≠ X5, X5, 
X2 X2 ≠ ≠ X3, X2 X3, X2 ≠ ≠ X4, X2 X4, X2 ≠ ≠ X5, X5, 
X3 X3 ≠ ≠ X4,X4,
X4 X4 ≠ ≠ X5X5

•• Albero decisionale con 4Albero decisionale con 455 foglie foglie 

X1

X2

X3 X4 X5



•• Consideriamo il problema delle otto regine: le variabili coinvolte nel Consideriamo il problema delle otto regine: le variabili coinvolte nel 
problema prevedono, come dominio di definizione, i numeri interi problema prevedono, come dominio di definizione, i numeri interi 
compresi tra 1 e 8. compresi tra 1 e 8. 

•• Il Generate and Test avanza, nella ricerca di una soluzione, in modo Il Generate and Test avanza, nella ricerca di una soluzione, in modo 
'miope' assegnando all'insieme delle variabili una permutazione degli 'miope' assegnando all'insieme delle variabili una permutazione degli 
interi che compongono il dominio. interi che compongono il dominio. 

GENERATE AND TEST PER 8 REGINEGENERATE AND TEST PER 8 REGINE
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•• Unici vincoli considerati  nella fase Generate:Unici vincoli considerati  nella fase Generate:
–– 11≤≤ XXii ≤≤8 per 1 8 per 1 ≤≤ i i ≤≤ 88
–– XXii ≠≠ XXjj per 1 per 1 ≤≤ i i << j j ≤≤ 8 8 

Il secondo è dovuto al fatto che ogni tentativo  consiste in una Il secondo è dovuto al fatto che ogni tentativo  consiste in una 
permutazione dei valori appartenenti ai domini e quindi ciascun valore permutazione dei valori appartenenti ai domini e quindi ciascun valore 
assegnato alle variabili è diverso dagli altri.assegnato alle variabili è diverso dagli altri.

•• CosìCosì facendofacendo unauna soluzionesoluzione alal problemaproblema puòpuò essereessere lala seguenteseguente::
(X(X11 ,X,X22 ,,........,X,X88)) == ((11,,22,,33,,44,,55,,66,,77,,88)).. AssegnamentoAssegnamento didi ogniogni reginaregina aa unauna

casellacasella appartenenteappartenente allaalla diagonalediagonale principaleprincipale.. SbagliatoSbagliato !!

•• SoloSolo inin unun secondosecondo tempotempo questaquesta tecnicatecnica consideraconsidera gligli altrialtri vincolivincoli
rifiutandorifiutando lala soluzionesoluzione trovatatrovata perchéperché incompatibileincompatibile concon ii vincolivincoli deldel
problemaproblema..

GENERATE AND TESTGENERATE AND TEST
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•• AA questoquesto puntopunto iniziainizia lala proceduraprocedura didi backtrackingbacktracking tentandotentando concon lala
secondaseconda permutazionepermutazione ee cosìcosì viavia finchéfinché nonnon sisi trovatrova unauna soluzionesoluzione..

•• InefficienzaInefficienza didi basebase

–– II vincolivincoli sonosono utilizzatiutilizzati perper limitarelimitare lolo spaziospazio delledelle soluzionisoluzioni dopodopo cheche lala
ricercaricerca èè statastata effettuata,effettuata, quindiquindi aa posterioriposteriori..

–– IlIl numeronumero delledelle possibilipossibili permutazionipermutazioni aumentaaumenta concon ilil fattorialefattoriale deldel numeronumero
didi terminitermini dada permutarepermutare.. NelNel casocaso didi n=n=88 abbiamoabbiamo unun numeronumero didi
permutazionipermutazioni paripari aa 88!=!= 4032040320,, sese n=n=1010 alloraallora n!=n!=36288003628800 arrivandoarrivando perper
n=n=2020 aa ordiniordini didi grandezzagrandezza didi 10101818 ee quindiquindi dimensionidimensioni inaccettabiliinaccettabili dallodallo
spaziospazio didi ricercaricerca..



STANDARDSTANDARD BACKTRACKINGBACKTRACKING

•• SebbeneSebbene miglioremigliore delladella precedenteprecedente ancheanche questaquesta tecnicatecnica prevedeprevede unun
utilizzoutilizzo aa posterioriposteriori deidei vincolivincoli

–– AA ogniogni istanziazioneistanziazione didi unauna variabilevariabile sisi preoccupapreoccupa didi verificareverificare lala coerenzacoerenza
delladella variabilevariabile appenaappena istanziataistanziata concon quellequelle assegnateassegnate precedentementeprecedentemente..
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–– QuindiQuindi l'utilizzol'utilizzo deidei vincolivincoli èè piùpiù efficaceefficace deldel precedenteprecedente perchéperché nonnon sisi
prosegueprosegue lala ricercaricerca inin ramirami che,che, aiai primiprimi livellilivelli dell'albero,dell'albero, presentanopresentano delledelle
contraddizionicontraddizioni..

Standard Backtracking per Standard Backtracking per MapMap coloringcoloring
•• Algoritmo Algoritmo semplicesemplice

X1=rossoX1=rosso

X2=rossoX2=rosso X2=verdeX2=verde

X1

X3 X4 X5
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fallimentofallimento
X2 rossoX2 rosso

X3=rossoX3=rosso

X3=gialloX3=giallo

fallimentofallimento

X2

X3=verdeX3=verde
fallimentofallimento

X4=rossoX4=rosso X4=gialloX4=giallo
fallimentofallimento

X4=verdeX4=verde
fallimentofallimentofallimentofallimento

X4=bluX4=blu

X5=verdeX5=verde
fallimentofallimento

X5=gialloX5=gialloX5=rossoX5=rosso
fallimentofallimento successosuccesso

3



STANDARDSTANDARD BACKTRACKINGBACKTRACKING PERPER 88
REGINEREGINE

•• IlIl tentativotentativo effettuatoeffettuato daldal GenerateGenerate andand TestTest perper risolvererisolvere ilil problemaproblema
delledelle ottootto regineregine assegnandoleassegnandole adad unauna diagonalediagonale delladella scacchierascacchiera
verrebbeverrebbe bloccatobloccato allaalla secondaseconda istanziazioneistanziazione..

–– InfattiInfatti ilil vincolovincolo XXii ≠≠ XXjj -- (j(j--i)i) perper 11 ≤≤ ii << jj ≤≤ 88 verrebbeverrebbe violatoviolato dalledalle primeprime
duedue variabilivariabili:: sostituendosostituendo XX11 == 11 ee XX22 == 22 nellanella relazionerelazione sisi ottieneottiene 11 ≠≠ 22 --
((22 11))
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((22--11))

cheche portaporta aa unauna contraddizionecontraddizione..

•• L'algoritmoL'algoritmo vieneviene quindiquindi fermatofermato e,e, concon unun backtracking,backtracking, sisi tentatenta didi
assegnareassegnare aa XX22 ilil valorevalore 33 concon successosuccesso ee cosìcosì viavia..

Standard BacktrackingStandard Backtracking

•• DepthDepth--first search per  CSPs con first search per  CSPs con 
singolosingolo assegnamentoassegnamento didi variabilivariabili è è 
chiamatachiamata standardstandard backtrackingbacktracking

•• Standard Backtracking search è Standard Backtracking search è 
l’ l itl’ l it didi ii i f ti f t
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l’algoritmol’algoritmo didi ricercaricerca nonnon--informatainformata
basilarebasilare per  CSP.per  CSP.



•• II vincolivincoli sonosono utilizzatiutilizzati all'indietroall'indietro ((backwardbackward)) ee portanoportano aa unauna effettivaeffettiva
riduzioneriduzione dellodello spaziospazio didi ricercaricerca..

•• TuttaviaTuttavia questaquesta riduzioneriduzione vieneviene fattafatta aa posterioriposteriori (a(a posterioriposteriori--pruningpruning))
cioècioè dopodopo averaver effettuatoeffettuato ilil tentativotentativo..

•• AA differenzadifferenza delladella metodologiametodologia deldel GenerateGenerate andand Test,Test, cheche tralasciatralascia ilil
terzoterzo ee ilil quartoquarto vincolovincolo deldel problemaproblema delledelle ottootto regineregine (i(i vincolivincoli sullesulle

STANDARDSTANDARD BACKTRACKINGBACKTRACKING
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terzoterzo ee ilil quartoquarto vincolovincolo deldel problemaproblema delledelle ottootto regineregine (i(i vincolivincoli sullesulle
diagonali)diagonali) durantedurante lala ricerca,ricerca, perper poipoi considerarliconsiderarli alal terminetermine
dell’dell’istanziazioneistanziazione didi tuttetutte lele variabili,variabili, lolo StandardStandard BacktrackingBacktracking
controllacontrolla lala loroloro consistenzaconsistenza perper ogniogni variabilevariabile istanziataistanziata..

•• QuindiQuindi èè previstaprevista lala verificaverifica deidei vincolivincoli::

VVk+k+11 ≠≠ VVii ++ (k+(k+11--i)i) perper 11 ≤≤ ii ≤≤ kk ;; (diagonali(diagonali aa --4545 gradi)gradi)

VVk+k+11 ≠≠ VVii -- (k+(k+11--i)i) perper 11 ≤ ≤ ii ≤≤ kk ;; (diagonali(diagonali aa 4545 gradi)gradi)

perper ogniogni valorevalore didi kk..

ESEMPIOESEMPIO StandardStandard BacktrackingBacktracking:: LELE OTTOOTTO
REGINEREGINE

•• NellaNella risoluzionerisoluzione deldel problemaproblema delledelle ottootto regineregine supponiamosupponiamo didi avereavere
giàgià istanziatoistanziato seisei variabilivariabili aiai valorivalori::
–– (X(X11 ,X,X22,X,X33,X,X44,X,X55,X,X66)) == (( 11,,33,,55,,77,,22,,44))..

•• L'assegnazioneL'assegnazione XX11==11 èè lala primaprima sceltascelta fattafatta..
•• SeSe oraora sisi assegnasseassegnasse allaalla secondaseconda variabilevariabile ilil valorevalore XX22==22 verrebbeverrebbe

violatoviolato ilil vincolovincolo
VV ≠≠ VV (k+(k+11 i)i) perper 11 ≤≤ ii ≤≤ kk
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–– VVk+k+11 ≠≠ VVii -- (k+(k+11--i)i) perper 11 ≤ ≤ ii ≤≤ kk ..
•• InfattiInfatti lala secondaseconda reginaregina verrebbeverrebbe posizionataposizionata sullasulla stessastessa diagonalediagonale

delladella primaprima.. AlloraAllora vieneviene tentatotentato l'assegnamentol'assegnamento XX22==33 cheche verificaverifica concon
successosuccesso ii vincolivincoli::
33 ≠ ≠ 11 ;;
11 ≤≤ 33 ≤≤ 88 ;;
33 ≠≠ 11 ++ ((22 -- 11)) ;;
33 ≠≠ 11 -- ((22 -- 11)) ..

•• PerPer lala terzaterza variabilevariabile èè ancoraancora disponibiledisponibile ilil valorevalore 22 cheche peròperò violaviola ilil
vincolovincolo sullasulla diagonalediagonale concon lala secondaseconda variabile,variabile, infattiinfatti:: 22 ≠≠ 33 -- ((33 -- 22))
nonnon èè soddisfattosoddisfatto..



•• AlloraAllora sisi procedeprocede all'assegnazioneall'assegnazione deldel valorevalore 44 allaalla variabilevariabile XX33 cheche
risultarisulta peròperò incompatibileincompatibile concon ilil valorevalore assegnatoassegnato allaalla variabilevariabile XX22 aa
causacausa deldel vincolovincolo sullasulla diagonalediagonale..

•• SiSi tentatenta alloraallora l'l'istanziazioneistanziazione XX33==55 cheche haha successosuccesso verificandoverificando ii
vincolivincoli::

55 ≠≠ 11 ;; 55 ≠≠ 33;; 11 ≤≤ 55 ≤≤ 88 ;;

55 ≠≠ 11 ++ ((33 11)) ;; 55 ≠≠ 33 ++ (( 33 22)) ;;

ESEMPIOESEMPIO:: LELE OTTOOTTO REGINEREGINE
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55 ≠≠ 11 ++ ((33 -- 11)) ;; 55 ≠≠ 33 ++ (( 33 -- 22)) ;;

55 ≠≠ 11 -- ((33 -- 11)) ;; 55 ≠≠ 33 -- (( 33 -- 22)) ..

•• ProcediamoProcediamo oraora all'all'istanziazioneistanziazione delladella quartaquarta variabilevariabile alal valorevalore XX44==77
cheche soddisfasoddisfa ii vincolivincoli::

77 ≠≠ 11 ;; 77 ≠≠ 33 ;; 77 ≠≠ 55 ;; 11 ≤≤ 77 ≤≤ 88 ;;

77 ≠≠ 11 ++ ((44 -- 11)) ;; 77 ≠≠ 33 ++ (( 44 -- 22)) ;; 77 ≠≠ 55 ++ (( 44 -- 33))

77 ≠≠ 11 -- ((44 -- 11)) ;; 77 ≠≠ 33 -- (( 44 -- 22)) ;; 77 ≠≠ 55 -- (( 44 -- 33))

•• ProcedendoProcedendo inin questoquesto modomodo sisi puòpuò facilmentefacilmente verificareverificare cheche ancheanche lele
istanziazioniistanziazioni XX55==22 ee XX66==44 soddisfanosoddisfano tuttitutti ii vincolivincoli ee quindiquindi vengonovengono
accettateaccettate dallodallo StandardStandard BacktrackingBacktracking..

Esempio 8  RegineEsempio 8  Regine

Lo Standard Backtracking
procede all'assegnazione
della settima variabile
all'ultimo valore ancora
disponibile X7=6, ne
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controlla la compatibilità
con i valori già assegnati
alle variabili X1,X2,.....,X6
e procede all'istanzia-
zione dell'ultima regina.



PROBLEMAPROBLEMA

•• L'ultimaL'ultima colonna,colonna, corrispondentecorrispondente allaalla variabilevariabile XX88,, nonnon haha piùpiù posizioniposizioni
disponibilidisponibili assegnabiliassegnabili allaalla reginaregina..

•• L’algoritmoL’algoritmo solosolo dopodopo averaver istanziatoistanziato ancheanche XX77 sisi 'accorge''accorge' didi nonnon
avereavere piùpiù casellecaselle disponibilidisponibili ee quindiquindi falliscefallisce
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avereavere piùpiù casellecaselle disponibilidisponibili ee quindiquindi falliscefallisce..

•• LaLa ricercaricerca procedeprocede ancheanche nelnel casocaso inin cuicui unauna variabilevariabile ancoraancora libera,libera,
nelnel nostronostro casocaso l'ultima,l'ultima, nonnon presentapresenta piùpiù posizioniposizioni disponibilidisponibili..

LIMITILIMITI DELL’USODELL’USO AA POSTERIORIPOSTERIORI DEIDEI
VINCOLIVINCOLI

•• QuestoQuesto èè unun difettodifetto dada attribuireattribuire aa tuttitutti ii metodimetodi cheche utilizzanoutilizzano ii vincolivincoli
passivamentepassivamente cioècioè posteriormenteposteriormente adad unun tentativotentativo didi istanziazioneistanziazione..

•• UtilizzandoUtilizzando ancheanche ii vincolivincoli cheche coinvolgonocoinvolgono variabilivariabili ancoraancora liberelibere ilil
problemaproblema sarebbesarebbe statostato rilevatorilevato inin anticipoanticipo evitandoevitando cosìcosì costosicostosi
backtrackingbacktracking..
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•• L'ideaL'idea cheche stasta allaalla basebase deglidegli algoritmialgoritmi didi propagazionepropagazione aa prioripriori
consisteconsiste inin unun utilizzoutilizzo attivoattivo deidei vincolivincoli nellanella guidaguida delladella computazionecomputazione
ee nelnel cosiddettocosiddetto pruningpruning aa prioripriori dell'alberodell'albero decisionaledecisionale associando,associando, aa
ciascunaciascuna variabile,variabile, l'insiemel'insieme didi valorivalori ammissibiliammissibili rimanentirimanenti dopodopo ogniogni
assegnazioneassegnazione..

•• QuestiQuesti insiemiinsiemi (domini)(domini) vengonovengono perciòperciò ridottiridotti nelnel corsocorso delladella
computazionecomputazione permettendopermettendo didi sceglierescegliere perper lele variabilivariabili ancoraancora liberelibere
valorivalori ammissibiliammissibili concon lele variabilivariabili giàgià istanziateistanziate senzasenza piùpiù considerareconsiderare ii
vincolivincoli cheche lele leganolegano..



ALGORITMI ALGORITMI DIDI PROPAGAZIONEPROPAGAZIONE

•• ForwardForward CheckingChecking (FC(FC

•• PartialPartial Look Look AheadAhead (PLA)(PLA)

•• Full Look Full Look AheadAhead (FLA)(FLA)
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•• Come lo SB, in più controllano i vincoli tra variabili già Come lo SB, in più controllano i vincoli tra variabili già 
legate e variabili future (ancora da istanziare), e  anche legate e variabili future (ancora da istanziare), e  anche ––
in gradi diversi in gradi diversi –– tra coppie di variabili futuretra coppie di variabili future

•• La propagazione ha l’effetto di ridurre eventualmente i La propagazione ha l’effetto di ridurre eventualmente i 
dominiidominii delle variabili future (se un dominio risulta vuoto, delle variabili future (se un dominio risulta vuoto, 
fallimento)fallimento)

Standard Backtracking per Standard Backtracking per MapMap coloringcoloring
((rivediamolorivediamolo))

•• Algoritmo Algoritmo semplicesemplice

X1=rossoX1=rosso

X2=rossoX2=rosso X2=verdeX2=verde

X1

X3 X4 X5
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fallimentofallimento
X2 rossoX2 rosso

X3=rossoX3=rosso

X3=gialloX3=giallo

fallimentofallimento

X2

X3=verdeX3=verde
fallimentofallimento

X4=rossoX4=rosso X4=gialloX4=giallo
fallimentofallimento

X4=verdeX4=verde
fallimentofallimentofallimentofallimento

X4=bluX4=blu

X5=verdeX5=verde
fallimentofallimento

X5=gialloX5=gialloX5=rossoX5=rosso
fallimentofallimento successosuccesso
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FORWARDFORWARD CHECKINGCHECKING
• Viene utilizzata, dopo ogni assegnamento, la propagazione dei vincoli

che consiste nell'eliminazione dei valori incompatibili con quello
appena istanziato dai domini delle variabili non ancora istanziate.

• Questo metodo si rivela molto efficace soprattutto quando le ultime
variabili ancora libere sono associate ad un insieme di valori
ammissibili ridotto e perciò risultano molto vincolate e facilmente
assegnabili
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assegnabili.

– Se il dominio associato ad una variabile libera presenta un solo valore
l'assegnamento può essere effettuato senza sforzo computazionale.

– Se ad un certo punto della computazione ci si accorge che un dominio
associato ad una variabile risulta vuoto il meccanismo del Forward
Checking fallisce senza proseguire in tentativi e backtracking.

• L'assegnazione di un valore ad una variabile ha ripercussioni
sull'insieme dei valori disponibili per le variabili ancora libere. In
questo modo i vincoli agiscono in avanti (forward) e limitano lo spazio
delle soluzioni prima che vengano effettuati tentativi su di esso.

FORWARD CHECKINGFORWARD CHECKING

X1X1 X2X2 X3X3 X4X4

X2 lti i bil tt diX2 lti i bil tt di l b lil b li
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X2 ultima variabile oggetto di X2 ultima variabile oggetto di labelinglabeling

Standard Backtracking, controlla c(X2,X1)Standard Backtracking, controlla c(X2,X1)

ForwardForward CheckingChecking, controlla c(X2,X3) per ogni valore in D3, controlla c(X2,X3) per ogni valore in D3

e c(X2,X4) per ogni valore in D4e c(X2,X4) per ogni valore in D4

Sono eliminati i valori da D3 e D4 incompatibili con l’assegnamento di X2Sono eliminati i valori da D3 e D4 incompatibili con l’assegnamento di X2

Se il dominio di una variabile libera diventa vuoto, Se il dominio di una variabile libera diventa vuoto, fallimento fallimento 



FORWARD CHECKING per FORWARD CHECKING per MapMap ColoringColoring
•• Eliminazione a priori dei valori Eliminazione a priori dei valori inconsistenti dai inconsistenti dai dominiidominii delle variabili delle variabili 

futurefuture

X1=rossoX1=rosso

X2=verdeX2=verde
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X5=gialloX5=giallo

X4=bluX4=blu

X3=gialloX3=giallo

X1:: r,v,g,b

X2::r,v,g,b

X3::r,v,g,b

X4::r,v,g,b
X5

r,v,g,b

X2 verdeX2 verde

FORWARDFORWARD CHECKINGCHECKING:: 88 RegineRegine
•• L'esempioL'esempio cheche portaporta all'assegnazioneall'assegnazione deidei valorivalori ((11,,33,,55,,77,,22,,44)) allaalla

sequenzasequenza didi variabilivariabili (X(X11,,..........,X,X66))..
•• InizialmenteInizialmente l'insiemel'insieme deidei dominidomini didi tuttetutte lele variabilivariabili contienecontiene gligli interiinteri

compresicompresi tratra 11 ee 88..

•• DopoDopo l'istanziazionel'istanziazione didi XX11 alal valorevalore 11 vengonovengono eliminati,eliminati, daglidagli insiemiinsiemi
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pp 11 gg gg
relativirelativi aa XX22,,..........XX88,, tuttitutti ii valorivalori incompatibiliincompatibili concon questoquesto.. OvviamenteOvviamente ilil
valorevalore 11 vieneviene toltotolto dada tuttitutti ii dominidomini aa causacausa deldel vincolovincolo

XX11 ≠≠ XXii perper ii ==22,,......,,88..

•• DopoDopo l'istanziazionel'istanziazione deldel valorevalore 11 allaalla variabilevariabile XX11,, vengonovengono ridottiridotti gligli
insiemiinsiemi deidei valorivalori ammissibiliammissibili perper lele variabilivariabili ancoraancora liberelibere.. InfattiInfatti XX22
ha,ha, comecome valorivalori ammissibiliammissibili ((33,,44,,55,,66,,77,,88)) inin quantoquanto ilil valorevalore 22 risultarisulta
incompatibileincompatibile concon l'assegnazionel'assegnazione giàgià effettuataeffettuata ee pertantopertanto vieneviene
eliminatoeliminato..



•• ProcedendoProcedendo concon questoquesto ragionamentoragionamento elenchiamoelenchiamo gligli insiemiinsiemi
associatiassociati aa ciascunaciascuna variabilevariabile::

XX22 èè associataassociata alal dominiodominio DD22=(=(33,,44,,55,,66,,77,,88),),
XX33 èè associataassociata alal dominiodominio DD33=(=(22,,44,,55,,66,,77,,88),),
XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(22,,33,,55,,66,,77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,33,,44,,66,,77,,88),),
XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(22,,33,,44,,55,,77,,88),),
XX èè associatoassociato alal dominiodominio DD =(=(22 33 44 55 66 88))

FORWARDFORWARD CHECKINGCHECKING:: 88 RegineRegine ((contcont..))
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XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,33,,44,,55,,66,,88),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,33,,44,,55,,66,,77))..

•• OraOra sisi procedeprocede istanziandoistanziando XX22 alal valorevalore 33.. II dominidomini delledelle variabilivariabili
liberelibere diventanodiventano::

XX33 èè associataassociata alal dominiodominio DD33=(=(55,,66,,77,,88),),
XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(22,,66,,77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,44,,77,,88),),
XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(22,,44,,55,,88),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,44,,55,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,55,,66,,77))..

•• OraOra sisi prosegueprosegue nellanella ricercaricerca assegnandoassegnando unun valorevalore aa xx33 (il(il valorevalore 55)) ee
sisi propaganopropagano ii vincolivincoli ottenendoottenendo::

XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(22,,77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,44,,88),),
XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,44,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,66,,77))..

FORWARDFORWARD CHECKINGCHECKING:: 88 RegineRegine ((contcont..))
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•• PerPer lala variabilevariabile XX66 ilil dominiodominio contienecontiene oraora unun solosolo valorevalore.. SiSi procedeprocede
all'istanziazioneall'istanziazione delladella variabilevariabile XX44 alal valorevalore 22,, ilil primoprimo appartenenteappartenente alal
suosuo dominiodominio..

•• GliGli insiemiinsiemi didi valorivalori rimanentirimanenti::
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(44,,88),),
XX66 haha dominiodominio DD66 vuoto,vuoto,
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77== ((44,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(44,,77))..

•• SiSi haha quindiquindi ilil fallimentofallimento inin seguitoseguito all'assenzaall'assenza didi valorivalori ammissibiliammissibili perper
lala variabilevariabile XX66..



FORWARDFORWARD CHECKINGCHECKING:: 88 RegineRegine ((contcont..))
•• IlIl backtrackingbacktracking portaporta allaalla ritrattazioneritrattazione deldel valorevalore assegnatoassegnato all'ultimaall'ultima

variabilevariabile istanziata,istanziata, delladella propagazionepropagazione causatacausata dada quest'ultimoquest'ultimo ee alal
successivosuccessivo tentativotentativo concon ilil valorevalore XX44==77..

•• L'algoritmoL'algoritmo restringerestringe ii dominidomini nelnel modomodo seguenteseguente::
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,44),),
XX èè ii ll d i id i i DD ((44))
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XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,66))..

•• PoiPoi sisi procedeprocede all'all'istanziazioneistanziazione delladella variabilevariabile XX55 alal valorevalore 22 ee XX66 alal
valorevalore 44 eliminandoeliminando ogniogni possibilepossibile istanziazioneistanziazione perper lala variabilevariabile XX88..

LOOKLOOK AHEADAHEAD

•• LaLa tecnicatecnica piùpiù completacompleta perper quelquel cheche riguardariguarda ilil pruningpruning aa prioripriori
dell'alberodell'albero decisionaledecisionale..

•• AdAd ogniogni istanziazioneistanziazione vieneviene controllata,controllata, comecome perper ilil ForwardForward
CheckingChecking,, lala compatibilitàcompatibilità deidei vincolivincoli contenenticontenenti lala variabilevariabile appenaappena
assegnataassegnata concon lele precedentiprecedenti (istanziate)(istanziate) ee lele successivesuccessive (libere)(libere)..
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•• InIn piùpiù vieneviene sviluppatosviluppato ilil looklook aheadahead (sguardo(sguardo inin avanti)avanti) cheche controllacontrolla
l'esistenza,l'esistenza, neinei dominidomini associatiassociati allealle variabilivariabili ancoraancora libere,libere, didi valorivalori
compatibilicompatibili concon ii vincolivincoli contenenticontenenti solosolo variabilivariabili nonnon istanziateistanziate..

•• II dominidomini associatiassociati aa ogniogni variabilevariabile vengonovengono ridottiridotti propagandopropagando ancheanche
lele relazionirelazioni contenenticontenenti coppiecoppie didi variabilivariabili nonnon istanziateistanziate.. VieneViene
verificataverificata quindiquindi lala possibilitàpossibilità didi unauna futurafutura assegnazioneassegnazione consistenteconsistente
frafra (coppie(coppie del)ledel)le variabilivariabili liberelibere..



•• StrategiaStrategia didi PartialPartial LookLook AheadAhead (PLA)(PLA) oo FullFull LookLook AheadAhead (FLA)(FLA)..

•• PLAPLA:: sisi haha unauna propagazionepropagazione deidei vincolivincoli contenenticontenenti lala variabilevariabile XXhh,,
nonnon ancoraancora istanziataistanziata ee lele variabilivariabili "future","future", ossiaossia lele variabilivariabili XXh+h+11,,......,, XXnn

–– PerPer ogniogni variabilevariabile nonnon ancoraancora assegnataassegnata XXk+k+11,,..........,X,Xnn,, devedeve esistereesistere unun
valorevalore perper ilil qualequale siasia possibilepossibile trovare,trovare, perper tuttetutte lele altrealtre variabilivariabili
"successive""successive" nonnon ancoraancora assegnate,assegnate, almenoalmeno unun valorevalore compatibilecompatibile concon
essoesso

LOOKLOOK AHEADAHEAD
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essoesso..

•• FLAFLA:: sese VVkk èè ilil valorevalore appenaappena assegnatoassegnato allaalla variabilevariabile XXkk,, sisi haha unauna
propagazionepropagazione deidei vincolivincoli contenenticontenenti lala variabilevariabile XXhh,, nonnon ancoraancora
istanziata,istanziata, ee tuttetutte lele variabilivariabili nonnon ancoraancora assegnate,assegnate, ossiaossia lele variabilivariabili
XXk+k+11,,......XXhh--11,X,Xh+h+11....,X,Xnn..

–– perper ogniogni variabilevariabile nonnon ancoraancora assegnataassegnata XXk+k+11,,........,X,Xnn devedeve esistereesistere unun
valorevalore perper ilil qualequale siasia possibilepossibile trovare,trovare, perper tuttetutte lele variabilivariabili nonnon ancoraancora
assegnate,assegnate, almenoalmeno unun valorevalore compatibilecompatibile concon essoesso..

FC vs PLA per FC vs PLA per MapMap ColoringColoring
•• PLA rispetto a FC non aumenta il PLA rispetto a FC non aumenta il pruningpruning dell’albero in questo casodell’albero in questo caso

X1=rossoX1=rosso

X2=verdeX2=verde
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X5=gialloX5=giallo

X4=bluX4=blu

X3=gialloX3=giallo

X1:: r,v,g,b

X2::r,v,g,b

X3::r,v,g,b

X4::r,v,g,b
X5

r,v,g,b

X2 verdeX2 verde



FC vs PLA per FC vs PLA per MapMap ColoringColoring ((contcont..))
•• Ma per una istanza con tre soli valori di dominio (r,v,g), il FC:Ma per una istanza con tre soli valori di dominio (r,v,g), il FC:

X1=rossoX1=rosso

X2=verdeX2=verde
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X3=gialloX3=giallo
FC, FC, 
fallimento fallimento 

X1:: r,v,g

X2::r,v,g

X3::r,v,g

X4::r, v, g
X5

r,v,g

X2 verdeX2 verde

FC vs PLA per FC vs PLA per MapMap ColoringColoring ((contcont..))
•• Il PLA anticipa il fallimento (di un livello in questo caso):Il PLA anticipa il fallimento (di un livello in questo caso):

X1=rossoX1=rosso

X2=verdeX2=verde
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X1:: r,v,g

X2::r,v,g

X3::r,v,g

X4::r, v, g
X5

r,v,g

X2 verdeX2 verde
PLA, PLA, 
fallimentofallimento

Il dominio di X3 diventa vuoto 

(non esiste alcun valore nel dominio 
di X4 compatibile con il valore g per 
X3; analogamente nel dominio di X5) 



LOOK AHEAD: ESEMPIOLOOK AHEAD: ESEMPIO

X0=0X0=0 X1X1 X2X2 X3X3

•• X0  <  X1  <  X2  <  X3X0  <  X1  <  X2  <  X3 con con dominiidominii per X1, X2, X3::[1,2,3]per X1, X2, X3::[1,2,3]

PLA,  verifica:PLA,  verifica:

i l i D1 i t l l i D2 l l ii l i D1 i t l l i D2 l l i
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•• per ogni valore in D1 se esiste almeno un valore in D2 e almeno un valore in per ogni valore in D1 se esiste almeno un valore in D2 e almeno un valore in 
D3 compatibili (sono eliminati i valori di D1 per i quali non esiste alcun valore D3 compatibili (sono eliminati i valori di D1 per i quali non esiste alcun valore 
compatibile in D2 o in D3), compatibile in D2 o in D3), 

•• per ogni valore in D2 se esiste almeno un valore in D3 compatibile (sono per ogni valore in D2 se esiste almeno un valore in D3 compatibile (sono 
eliminati i valori di D2 per i quali non esiste alcun valore compatibile in D3), eliminati i valori di D2 per i quali non esiste alcun valore compatibile in D3), 

FLA, come PLA e inoltre controlla:FLA, come PLA e inoltre controlla:

•• per ogni valore in D2 se esiste almeno un valore in D2compatibile (sono per ogni valore in D2 se esiste almeno un valore in D2compatibile (sono 
eliminati i valori di D2 per i quali non esiste alcun valore compatibile in D1), eliminati i valori di D2 per i quali non esiste alcun valore compatibile in D1), 

•• per ogni valore in D3 se esiste almeno un valore in D2 e almeno un valore in per ogni valore in D3 se esiste almeno un valore in D2 e almeno un valore in 
D1 compatibili (sono eliminati i valori di D3 per i quali non esiste alcun valore D1 compatibili (sono eliminati i valori di D3 per i quali non esiste alcun valore 
compatibile in D1 o in D2)compatibile in D1 o in D2)

LOOK AHEAD: ESEMPIO (LOOK AHEAD: ESEMPIO (contcont..))

X0=0X0=0 X1X1 X2X2 X3X3

•• X0 < X1 < X2 < X3X0 < X1 < X2 < X3 con con dominiidominii X1,X2,X3 :: [1,2,3]X1,X2,X3 :: [1,2,3]

•• PLAPLA X1 :: [1,2]X1 :: [1,2]
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X2 :: [1,2]X2 :: [1,2]

X3 :: [1,2,3]X3 :: [1,2,3]

•• FLAFLA X1 :: [1,2]X1 :: [1,2]

X2 :: [2]X2 :: [2]

X3 :: [3]X3 :: [3]

Riduce ulteriormente i Riduce ulteriormente i dominiidominii delle variabili. In particolare, elimina il valore 1 dal delle variabili. In particolare, elimina il valore 1 dal 
dominio di X2 (non c’è supporto in D1) e i valori 1 e 2 dal dominio di X3 (non c’è dominio di X2 (non c’è supporto in D1) e i valori 1 e 2 dal dominio di X3 (non c’è 
supporto in D1 e D2)supporto in D1 e D2)



ESEMPIO ESEMPIO DIDI PLA: LE OTTO REGINEPLA: LE OTTO REGINE

•• SupponiamoSupponiamo didi avereavere assegnatoassegnato
allealle primeprime tretre variabilivariabili XX11,X,X22,X,X33

rispettivamenterispettivamente ii valorivalori 11,,33,,55..
•• DominiDomini restantirestanti (identici(identici aa quelliquelli

ridottiridotti dalladalla tecnicatecnica deldel ForwardForward
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CheckingChecking))::

•• XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(22,,77,,88),),
•• XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,44,,88),),
•• XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),
•• XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,44,,66),),
•• XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,66,,77))..

ESEMPIOESEMPIO DIDI PLAPLA:: LELE OTTOOTTO REGINEREGINE
XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(22,,77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,44,,88),),
XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,44,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,66,,77))..

•• EliminiamoEliminiamo queiquei valorivalori perper ii qualiquali nonnon esiste,esiste, neinei dominiidominii associatiassociati allealle
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variabilivariabili "future""future" almenoalmeno unun posizionamentoposizionamento compatibilecompatibile concon ilil valorevalore
estrattoestratto..

•• QuindiQuindi:: EstraiamoEstraiamo dada DD44 ilil valorevalore 22.. II valorivalori 44 inin DD55,, 66 inin DD77 ee 44 inin DD88 sonosono
compatibilicompatibili concon ilil valorevalore 22 didi XX44 mentrementre ilil valorevalore 44,, unicounico assegnabileassegnabile aa XX66,,
nonnon èè compatibilecompatibile.. DalDal dominiodominio DD44 vieneviene eliminatoeliminato ilil valorevalore 22..

•• EstraiamoEstraiamo dada DD44 ilil valorevalore 77.. II valorivalori 22 inin DD55,, 44 inin DD66,, 66 inin DD77 ee 66 inin DD88 sonosono
compatibilicompatibili concon ilil valorevalore 77 cheche pertantopertanto nonnon vava eliminatoeliminato daldal dominiodominio come,come,
deldel resto,resto, ilil valorevalore 88.. IlIl dominiodominio associatoassociato aa XX44 diventadiventa pertantopertanto:: DD44=(=(77,,88))..



•• SiSi estraeestrae dada DD55 unun valorevalore ee sisi controllacontrolla cheche esista,esista, perper DD66,, DD77 ee DD88,,
almenoalmeno unun valorevalore compatibilecompatibile concon questoquesto.. PerPer l'estrazionel'estrazione 22 inin DD55
esistonoesistono ii valorivalori 44 inin DD66,, 66 inin DD77 ee 66 inin DD88 cheche rispettanorispettano tuttitutti ii vincolivincoli..

•• EstraendoEstraendo ilil valorevalore 44 inin DD55 sisi vedevede subitosubito cheche l'unicol'unico valorevalore associatoassociato
aa XX66 nonnon haha piùpiù alcunaalcuna possibilitàpossibilità didi soddisfaresoddisfare ii vincolivincoli quindiquindi dada DD55 sisi
puòpuò eliminareeliminare ilil valorevalore 44..

ESEMPIOESEMPIO DIDI PLAPLA:: LELE OTTOOTTO REGINEREGINE
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•• NonNon dàdà problemiproblemi inveceinvece ilil valorevalore 88 inin DD55 perper lala presenzapresenza deidei valorivalori 44 inin
DD66,, 22 inin DD77 ee 22 inin DD88 cheche rispettanorispettano tuttitutti ii vincolivincoli.. IlIl dominiodominio associatoassociato aa
XX55 diventadiventa pertantopertanto::

DD55=(=(22,,88))..
•• GliGli insiemiinsiemi DD66 ee DD77 nonnon vengonovengono modificatimodificati..

•• EvitiamoEvitiamo quindiquindi l'assegnazione,l'assegnazione, tentatatentata daldal ForwardForward Checking,Checking, allaalla
variabilevariabile XX44 deldel valorevalore 22 cheche fallivafalliva immediatamenteimmediatamente aa causacausa didi DD66,,
cheche rimanevarimaneva vuotovuoto..

•• RiprendiamoRiprendiamo l'esempiol'esempio precedente,precedente, supponendosupponendo didi avereavere giàgià
propagatopropagato ii dominidomini concon lala tecnicatecnica deldel PLAPLA ee applichiamoapplichiamo FLAFLA::

XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,88),),
XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,44,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,66,,77))..

ESEMPIOESEMPIO DIDI FLAFLA:: LELE OTTOOTTO REGINEREGINE
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88 88 (( ,, ,, ,, ))
•• SiSi notinoti cheche perper ilil valorevalore 88 inin DD55 ,, nonnon esisteesiste alcunalcun valorevalore appartenenteappartenente

aa DD44 cheche soddisfisoddisfi ii vincolivincoli impostiimposti daldal problemaproblema..
•• IlIl PLAPLA nonnon sisi "accorge""accorge" didi questaquesta inconsistenzainconsistenza perchéperché verificaverifica lala

consistenzaconsistenza deidei valorivalori appartenentiappartenenti adad unun dominiodominio DDii concon ii valorivalori
appartenentiappartenenti aiai dominidomini DDjj solosolo sese j>ij>i..

•• NelNel dominiodominio DD55,, pertanto,pertanto, restaresta ilil valorevalore 22.. IlIl valorevalore 44 inin DD66 risultarisulta
compatibilecompatibile concon 22 inin DD55 ee concon ii valorivalori 77,,88 inin DD44 ..

–– XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(77,,88),),
–– XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22),),
–– XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),



•• AnalizziamoAnalizziamo oraora ilil dominiodominio DD77:: ilil valorevalore 22 inin DD77 nonnon èè compatibilecompatibile concon 22
inin DD55 (unico(unico valorevalore didi DD55)) quindiquindi vieneviene eliminatoeliminato.. LaLa stessastessa cosacosa
avvieneavviene perper 44 inin DD77 incompatibileincompatibile concon 22 inin DD55..

•• DD77 risultarisulta pertantopertanto:: DD77=(=(66))
•• IlIl dominiodominio DD88,, giàgià aa questoquesto puntopunto delladella computazione,computazione, nonnon contienecontiene

piùpiù valorivalori compatibilicompatibili concon quelliquelli deidei dominidomini precedentiprecedenti.. InfattiInfatti ilil valorevalore 22
ii DD i lti lt i tibili tibil 22 ii DD 44 ii DD i lti lt i tibili tibil

ESEMPIOESEMPIO DIDI FLAFLA:: LELE OTTOOTTO REGINEREGINE
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inin DD88 risultarisulta incompatibileincompatibile concon 22 inin DD55 ,, 44 inin DD88 risultarisulta incompatibileincompatibile concon
44 inin DD66 ,, 66 ee 77 inin DD88 risultanorisultano incompatibiliincompatibili concon 66 inin DD77 .. LaLa
computazione,computazione, pertanto,pertanto, falliscefallisce senzasenza tentaretentare ulterioriulteriori assegnazioniassegnazioni..

•• IlIl caricocarico computazionalecomputazionale dovutodovuto allealle continuecontinue verificheverifiche delladella
consistenzaconsistenza deidei vincoli,vincoli, ee quindiquindi allaalla propagazionepropagazione piuttostopiuttosto pesante,pesante,
nonnon portaporta alal raggiungimentoraggiungimento didi vantaggivantaggi quandoquando lele dimensionidimensioni deldel
problemaproblema diventanodiventano considerevoliconsiderevoli aiai primiprimi livellilivelli dell'alberodell'albero..
–– Nell'esempioNell'esempio delledelle ottootto regineregine infattiinfatti ii dominidomini ridotti,ridotti, dopodopo lele primeprime duedue

istanziazioniistanziazioni,, dalledalle tecnichetecniche inin esameesame sonosono identiciidentici ma,ma, mentrementre ilil LookLook
AheadAhead verificaverifica lala consistenzaconsistenza deidei vincolivincoli susu tuttetutte lele coppiecoppie didi variabilivariabili
ancoraancora liberelibere (la(la maggioranza),maggioranza), ilil ForwardForward CheckingChecking esegueesegue moltemolte menomeno
verificheverifiche guadagnandoguadagnando inin efficienzaefficienza..

• Consideriamo una ricerca depth-first in un albero decisionale. Si
tende a scendere di livello nell'albero fino a quando o si sono
assegnate tutte le variabili, e quindi si è trovata una soluzione,
oppure non è più possibile trovare un valore (la sequenza corrente
non può portare a una soluzione ammissibile); quindi si esegue
un'altra scelta sull'ultima variabile della sequenza stessa.

USO DEI VINCOLI A PRIORI E A USO DEI VINCOLI A PRIORI E A 
POSTERIORI (POSTERIORI (ripetiamoripetiamo))
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q
• L'algoritmo ha tre gradi di libertà:

– la scelta nell'ordinamento delle variabili;

– la scelta nell'ordine di selezione del valore da attribuire alla variabile
corrente;

– la propagazione effettuata in ciascun nodo.

• I primi due riguardano le euristiche sulla strategia di ricerca.



• Il terzo grado di libertà è ciò che differenzia le diverse strategie:

• Algoritmi senza propagazione:

– Generate and Test

USO DEI VINCOLI A PRIORI E A USO DEI VINCOLI A PRIORI E A 
POSTERIORI (POSTERIORI (ripetiamo)ripetiamo)
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– Standard Backtracking

• Algoritmi di Propagazione

– Forward Checking
– (Partial and Full) Look Ahead

•• LaLa sceltascelta dell'ordinamentodell'ordinamento delledelle variabilivariabili ee lala sceltascelta dell'ordinedell'ordine didi selezioneselezione deidei
valorivalori rimangonorimangono aa disposizionedisposizione deldel programmatoreprogrammatore..

•• LeLe euristicheeuristiche potrannopotranno agireagire quindiquindi susu questiquesti duedue gradigradi didi libertàlibertà perper cercarecercare didi
garantiregarantire ilil raggiungimentoraggiungimento didi unauna buonabuona soluzionesoluzione inin tempitempi ragionevoliragionevoli ancheanche
perper ii problemiproblemi piùpiù complessicomplessi..

LeLe euristicheeuristiche possonopossono essereessere classificateclassificate inin::

CLASSIFICAZIONECLASSIFICAZIONE DELLEDELLE EURISTICHEEURISTICHE
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LeLe euristicheeuristiche possonopossono essereessere classificateclassificate inin::

•• euristicheeuristiche perper lala selezioneselezione delladella variabilevariabile::
–– determinanodeterminano qualequale devedeve essereessere lala prossimaprossima variabilevariabile dada istanziareistanziare.. LeLe duedue

euristicheeuristiche piùpiù comunementecomunemente usateusate sonosono ilil firstfirst--failfail (o(o MRVMRV:: MinimumMinimum RemaingRemaing
ValuesValues)) cheche sceglierescegliere lala variabilevariabile concon ilil dominiodominio didi cardinalitàcardinalità minore,minore, ee ilil mostmost--
constrainedconstrained principleprinciple cheche scegliesceglie lala variabilevariabile legatalegata aa piùpiù vincolivincoli.. EntrambeEntrambe
questequeste euristicheeuristiche decidonodecidono didi istanziareistanziare primaprima lele variabilivariabili piùpiù difficilidifficili dada assegnareassegnare..

•• euristicheeuristiche perper lala selezioneselezione deldel valorevalore::
–– determinanodeterminano qualequale valorevalore assegnareassegnare allaalla variabilevariabile selezionataselezionata.. SiSi seguesegue inin generegenere

ilil principioprincipio didi sceglierescegliere primaprima ilil valorevalore cheche sisi ritieneritiene abbiaabbia piùpiù probabilitàprobabilità didi successosuccesso
((leastleast constrainingconstraining principleprinciple))..



Un’ulterioreUn’ulteriore classificazioneclassificazione èè lala seguenteseguente::

•• euristicheeuristiche statichestatiche::

–– determinanodeterminano l'ordinel'ordine inin cuicui lele variabilivariabili (o(o ii valori)valori) vengonovengono sceltiscelti primaprima didi
iniziareiniziare lala ricercaricerca;; taletale ordineordine rimanerimane invariatoinvariato durantedurante tuttatutta lala ricercaricerca..

CLASSIFICAZIONECLASSIFICAZIONE DELLEDELLE EURISTICHEEURISTICHE
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•• euristicheeuristiche dinamichedinamiche::

–– scelgonoscelgono lala prossimaprossima selezioneselezione dada effettuareeffettuare ogniogni voltavolta cheche unauna nuovanuova
selezioneselezione vieneviene richiestarichiesta (quindi(quindi adad ogniogni passopasso didi labelinglabeling))..

•• LeLe euristicheeuristiche dinamichedinamiche sonosono potenzialmentepotenzialmente migliorimigliori (meno(meno backtracking)backtracking).. LaLa
determinazionedeterminazione dell'euristicadell'euristica perfettaperfetta (che(che nonnon richiederichiede backtracking)backtracking) èè unun
problemaproblema cheche ha,ha, inin genere,genere, lala stessastessa complessitàcomplessità deldel problemaproblema originaleoriginale..
BisogneràBisognerà quindiquindi trovaretrovare unun compromessocompromesso..

FORWARD CHECKING per 8 REGINE FORWARD CHECKING per 8 REGINE 
(First Fail)(First Fail)

X3 è associata al dominio D3=(5,6,7,8),
X4 è associato al dominio D4=(2,6,7,8),
X5 è associato al dominio D5=(2,4,7,8),
X6 è associato al dominio D6=(2,4,5,8),
X è associato al dominio D =(2 4 5 6)

6262

X7 è associato al dominio D7=(2,4,5,6),
X8 è associato al dominio D8=(2,4,5,6,7).



•• OraOra sisi prosegueprosegue nellanella ricercaricerca assegnandoassegnando unun valorevalore aa xx33 (il(il valorevalore 55)) ee
sisi propaganopropagano ii vincolivincoli ottenendoottenendo::

XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(22,,77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,44,,88),),
XX66 èè associatoassociato alal dominiodominio DD66=(=(44),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,44,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(22,,44,,66,,77))..

FORWARDFORWARD CHECKINGCHECKING perper 88 REGINEREGINE
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•• PerPer lala variabilevariabile XX66 ilil dominiodominio contienecontiene oraora unun solosolo valorevalore.. ConCon
euristicaeuristica statica,statica, scegliendoscegliendo lele variabilivariabili secondosecondo l’ordinel’ordine deldel loroloro
pedice,pedice, sisi procedeprocede all'all'istanziazioneistanziazione delladella variabilevariabile XX44 alal valorevalore 22,, ilil
primoprimo appartenenteappartenente alal suosuo dominiodominio..

•• GliGli insiemiinsiemi didi valorivalori rimanentirimanenti::
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(44,,88),),
XX66 haha dominiodominio DD66 vuoto,vuoto,
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77== ((44,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(44,,77))..

•• SiSi haha quindiquindi ilil fallimentofallimento inin seguitoseguito all'assenzaall'assenza didi valorivalori ammissibiliammissibili perper
lala variabilevariabile XX66..

EuristicaEuristica FIRSTFIRST FAILFAIL:: 88 regineregine

•• Nell'esempio precedentemente illustrato delle 8 Regine per l’algoritmo Nell'esempio precedentemente illustrato delle 8 Regine per l’algoritmo 
ForwardForward CheckingChecking dopo le dopo le istanziazioniistanziazioni::

XX11=1, X=1, X22=3, X=3, X33 =5=5

il Fi til Fi t f ilf il i bb l lt l i bil Xi bb l lt l i bil X hé ilhé il
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•• il First il First failfail proseguirebbe con la scelta per la variabile Xproseguirebbe con la scelta per la variabile X66 perché il suo perché il suo 
dominio è il più ristretto (contiene il solo valore 4). dominio è il più ristretto (contiene il solo valore 4). 

XX44 èè associatoassociato alal dominiodominio DD44=(=(77,,88),),
XX55 èè associatoassociato alal dominiodominio DD55=(=(22,,88),),
XX77 èè associatoassociato alal dominiodominio DD77=(=(22,,66),),
XX88 èè associatoassociato alal dominiodominio DD88=(=(77))..

•• il First il First failfail proseguirebbe con la scelta per la variabile Xproseguirebbe con la scelta per la variabile X88 perché il suo perché il suo 
dominio è il più ristretto (contiene il solo valore 7). dominio è il più ristretto (contiene il solo valore 7). 



• Ricerca depth-first, con scelta della variabile e del valore (eurstiche)  
per il labeling ed eventuale propagazione:

• Algoritmi senza propagazione:
– Generate and Test

S d d B k ki

RICERCA E PROPAGAZIONE RICERCA E PROPAGAZIONE 
((riassumiamo)riassumiamo)
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– Standard Backtracking

• Algoritmi di Propagazione
– Forward Checking
– (Partial and Full) Look Ahead

•• TecnicheTecniche didi ConsistenzaConsistenza

–– BasatiBasati sullasulla propagazionepropagazione deidei vincolivincoli perper derivarederivare unun problemaproblema piùpiù
semplicesemplice didi quelloquello (completo)(completo) originaleoriginale (prima(prima delladella ricerca)ricerca)

TECNICHETECNICHE DIDI CONSISTENZACONSISTENZA

•• DifferenzaDifferenza fondamentalefondamentale:: alal contrariocontrario deglidegli algoritmialgoritmi didi propagazionepropagazione cheche
propaganopropagano ii vincolivincoli inin seguitoseguito aa istanziazioniistanziazioni delledelle variabilivariabili coinvoltecoinvolte nelnel
problema,problema, lele tecnichetecniche didi consistenzaconsistenza riduconoriducono ilil problemaproblema originaleoriginale
eliminandoeliminando daidai dominidomini delledelle variabilivariabili ii valorivalori cheche nonnon possonopossono comparirecomparire inin unauna
soluzionesoluzione finalefinale..
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•• PossonoPossono essereessere applicateapplicate staticamentestaticamente oppureoppure adad ogniogni passopasso didi
assegnamentoassegnamento (labeling)(labeling) comecome potentipotenti tecnichetecniche didi propagazionepropagazione perper lele
variabilivariabili nonnon ancoraancora istanziateistanziate..

•• TutteTutte lele tecnichetecniche didi consistenzaconsistenza sonosono basatebasate susu unauna rappresentazionerappresentazione deldel
problemaproblema comecome unauna reterete (grafo)(grafo) didi vincolivincoli.. GliGli archiarchi possonopossono essereessere orientatiorientati oo
nonnon orientatiorientati:: adad esempioesempio ilil vincolovincolo >> vieneviene rappresentatorappresentato dada unun arcoarco
orientato,orientato, mentrementre ilil vincolovincolo ≠≠ dada unun arcoarco semplicesemplice (non(non orientatoorientato oo
doppiamentedoppiamente orientato)orientato)..



CONSTRAINTCONSTRAINT GRAPHGRAPH
•• PerPer ogniogni CSPCSP esisteesiste unun grafografo (constraint(constraint graph)graph) inin cuicui ii nodinodi

rappresentanorappresentano lele variabilivariabili ee gligli archiarchi ii vincolivincoli tratra lele variabilivariabili costituenticostituenti ii
nodinodi deldel grafografo..
–– I vincoli binari (R) collegano due nodi XI vincoli binari (R) collegano due nodi Xi i e Xj: e Xj: 

–– I vincoli unari sono rappresentati da archi che iniziano e terminano sullo I vincoli unari sono rappresentati da archi che iniziano e terminano sullo 
stesso nodo Xstesso nodo Xi i 
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Xi Xj
R

Xi

R

ESEMPIOESEMPIO:: MAPMAP COLORINGCOLORING PROBLEMPROBLEM
•• Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, Supponiamo di dover colorare delle porzioni di un piano, 

caratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigue caratterizzate da un numero, in modo tale che due regioni contigue 
siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a siano colorate da colori diversi. Supponiamo anche di aver a 
disposizione i colori red (r), green (g) e blu (b)disposizione i colori red (r), green (g) e blu (b)
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1

3 4

2



•• Il constraintIl constraint--graph corrispondente è il seguente. tuttavia, esistono graph corrispondente è il seguente. tuttavia, esistono 
combinazioni di valori non compatibili tra loro (es: X1=r, X2=r, X3=r, combinazioni di valori non compatibili tra loro (es: X1=r, X2=r, X3=r, 
X4=r).X4=r).

•• Esistono diversi algoritmi che realizzano gradi diversi di consistenza.Esistono diversi algoritmi che realizzano gradi diversi di consistenza.

ESEMPIOESEMPIO:: MAPMAP COLORINGCOLORING PROBLEMPROBLEM

{r g b} {r g b}
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X1 X2
≠

X3 X4
≠

≠
≠≠

{r,g,b}

{r,g,b} {r,g,b}

{r,g,b}

•• NODENODE--CONSISTENCYCONSISTENCY:: consistenzaconsistenza didi gradogrado 11

NODENODE CONSISTENCYCONSISTENCY

Xi

Xi ≠ g

{r,g,b}
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gg

•• UnUn nodonodo didi unun grafografo didi vincolivincoli èè consistenteconsistente sese perper ogniogni valorevalore XXii∈∈DDii ilil
vincolovincolo unariounario susu XXii èè soddisfattosoddisfatto..

•• Nell’esempioNell’esempio ilil nodonodo nonnon e’e’ nodenode consistentconsistent perchèperchè ilil valorevalore gg∈ ∈ DDii

violaviola ilil vincolovincolo unariounario P(i)P(i) susu XXii..

•• PerPer rendererendere ilil nodonodo consistenteconsistente èè necessarionecessario eliminareeliminare daldal dominiodominio didi
XXii ilil valorevalore gg..

•• UnUn grafografo èè nodenode consistenteconsistente sese tuttitutti ii suoisuoi nodinodi sonosono consistenticonsistenti..



•• LaLa consistenzaconsistenza didi gradogrado 22 sisi ottieneottiene partendopartendo dada unun grafografo nodenode--
consistenteconsistente TaleTale consistenzaconsistenza verificaverifica sese unun arcoarco A(i j)A(i j) èè consistenteconsistente

ARCARC CONSISTENCYCONSISTENCY

Xi Xj
≠

{r,g} {r}
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consistenteconsistente.. TaleTale consistenzaconsistenza verificaverifica sese unun arcoarco A(i,j)A(i,j) èè consistenteconsistente..

•• ARCARC CONSISTENCYCONSISTENCY:: unun arcoarco A(i,j)A(i,j) èè consistenteconsistente sese perper ogniogni valorevalore
XX∈∈DDii esisteesiste almenoalmeno unun valorevalore YY∈∈DDjj taletale cheche ilil vincolovincolo tratra ii ee jj P(i,j)P(i,j) siasia
soddisfattosoddisfatto

•• L’arcoL’arco inin figurafigura nonnon èè consistenteconsistente perché,perché, considerandoconsiderando ilil valorevalore rr∈∈DDii,,
nonnon esisteesiste unun valorevalore appartenenteappartenente aa DDjj cheche soddisfisoddisfi ilil vincolovincolo P(i,j)P(i,j)..

•• PerPer rendererendere consistenteconsistente l'arcol'arco tratra ee XXjj èè necessarionecessario eliminareeliminare ilil valorevalore
rr daldal dominiodominio didi XXii :: questoquesto valorevalore nonnon comparirebbecomparirebbe inin nessunanessuna
soluzionesoluzione ammissibileammissibile..

PROCEDIMENTOPROCEDIMENTO ITERATIVOITERATIVO

Xi Xj
≠

Xk

{r,g}

≠
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•• LaLa rimozionerimozione didi alcunialcuni valorivalori daldal dominiodominio didi unauna variabilevariabile renderende necessarienecessarie
ulterioriulteriori verificheverifiche cheche coinvolgonocoinvolgono ii vincolivincoli contenenticontenenti lala variabilevariabile stessastessa..

•• QuindiQuindi questoquesto procedimentoprocedimento devedeve essereessere ripetutoripetuto finchéfinché lala reterete nonnon raggiungeraggiunge
unauna configurazioneconfigurazione stabilestabile QUIESCENZAQUIESCENZA

•• LaLa rimozionerimozione deldel valorevalore XXii == rr aa causacausa deldel vincolovincolo ≠≠ tratra XXii ee XXjj comportacomporta lala
rimozionerimozione deldel valorevalore XXkk == gg aa causacausa deldel vincolovincolo tratra XXii ee XXkk

•• QuindiQuindi l'arcl'arc consistencyconsistency èè unun procedimentoprocedimento iterativoiterativo cheche convergeconverge adad unauna reterete
stabilestabile ee arcarc--consistenteconsistente..

{r,g} {r}



ARC CONSISTENCY: ESEMPIO (ARC CONSISTENCY: ESEMPIO (contcont..))

•• X1 < X2 < X3X1 < X2 < X3 con con dominiidominii X1,X2,X3 :: [1,2,3]X1,X2,X3 :: [1,2,3]

•• PrimaPrima iterazione:iterazione:

•• SecondaSeconda iterazione:iterazione: X1 X2
<

{1,2,3} {1,2,3}
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•• Terza iterazione: quiescenzaTerza iterazione: quiescenza
1 2

<

X3

<

{1,2,3}

Il problema diventa deterministico
(caso felice). Si noti che per un 
problema analogo visto prima, il FLA 
portava ai domini: X1 :: [1,2]

X2 :: [2]
X3 :: [3]

Meno pruning vs AC, ma minor costo 
computazionale (FLA è anche chiamato 
AC1/2)

ARC CONSISTENCYARC CONSISTENCY

•• Il controllo della consistenza dell’arco può essere applicato sia prima Il controllo della consistenza dell’arco può essere applicato sia prima 
della ricerca, come della ricerca, come preprocessingpreprocessing per produrre un problema per produrre un problema 
semplificato semplificato oppure come passo di propagazione (in analogia al oppure come passo di propagazione (in analogia al look look 
aheadahead) dopo ogni assegnamento di variabile: è spesso chiamato ) dopo ogni assegnamento di variabile: è spesso chiamato 
MaintainingMaintaining ArcArc ConsistencyConsistency (MAC) in questo caso (MAC) in questo caso 
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•• L’algoritmo completo per il controllo di consistenza di un arco è L’algoritmo completo per il controllo di consistenza di un arco è 
chiamato chiamato ACAC--3 (3 (MackworthMackworth, 1977) , 1977) 

•• Utilizza una coda di archi (Utilizza una coda di archi (queuequeue), ), ciclandociclando finché non è vuota finché non è vuota 

•• Non appena il dominio di una variabile Non appena il dominio di una variabile XiXi è ridotto, si è ridotto, si riaggiungonoriaggiungono a a 
queuequeue gli archi (gli archi (XkXk,,XiXi) per ciascuna variabile ) per ciascuna variabile XkXk collegata da un arco collegata da un arco 
incidente su incidente su XiXi..



AlgoritmoAlgoritmo ACAC--3 (3 (MackworthMackworth, 1977), 1977)
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PATHPATH--CONSISTENCYCONSISTENCY:: gradogrado 33

•• LaLa consistenzaconsistenza didi gradogrado 33 sisi ottieneottiene partendopartendo dada unun grafografo arcarc--
consistenteconsistente..

•• PATH CONSISTENCY: Un cammino tra i nodi (i,j,k) è PATH CONSISTENCY: Un cammino tra i nodi (i,j,k) è pathpath
consistente se, per ogni valore xconsistente se, per ogni valore x∈∈DDii, e y, e y∈∈Dj (che rispettano laDj (che rispettano la nodenode ee
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consistente se, per ogni valore xconsistente se, per ogni valore x∈∈DDii, e y, e y∈∈Dj (che rispettano la Dj (che rispettano la nodenode e e 
la la arcarc--consistenzaconsistenza) esiste un valore z) esiste un valore z∈∈DDkk che soddisfa i vincoli P(i,k) che soddisfa i vincoli P(i,k) 
e P(k,j).e P(k,j).
(la consistenza del vincolo unario P(k) è garantita dalla (la consistenza del vincolo unario P(k) è garantita dalla nodenode
consistenza della rete)consistenza della rete)



PATHPATH CONSISTENCYCONSISTENCY::ESEMPIOESEMPIO11
•• SupponiamoSupponiamo didi considerareconsiderare lala reterete didi vincolivincoli relativarelativa aa unauna istanzaistanza deldel

mapmap coloringcoloring problemproblem::

Xk

{r,b}

≠ ≠
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•• Questa rete è Questa rete è arcarc--consistenteconsistente: infatti, per ogni valore di ciascun : infatti, per ogni valore di ciascun 
dominio, esiste almeno un valore in ogni altro dominio che soddisfa il dominio, esiste almeno un valore in ogni altro dominio che soddisfa il 
vincolo esistente tra i due nodi.vincolo esistente tra i due nodi.

•• Tuttavia, è immediato verificare che la rete non presenta soluzioni Tuttavia, è immediato verificare che la rete non presenta soluzioni --> > 
non è non è pathpath--consistenteconsistente: presi i valori r: presi i valori r∈∈DDii e be b∈∈DDkk, non esiste nessun , non esiste nessun 
valore appartenente a Dj che soddisfi contemporaneamente i vincoli valore appartenente a Dj che soddisfi contemporaneamente i vincoli 
P(i,j) e P(j,k).P(i,j) e P(j,k).

Xi Xj
≠

{r,b} {r,b}

PATHPATH CONSISTENCYCONSISTENCY::ESEMPIOESEMPIO11 ((contcont..))

Xi Xj
≠

Xk

{r,b}

≠ ≠
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•• Strutture dati aggiuntive, per ciascuna coppia di variabili (per ciascun Strutture dati aggiuntive, per ciascuna coppia di variabili (per ciascun 
arco) si memorizzano le coppie di valori compatibili per i quali esiste arco) si memorizzano le coppie di valori compatibili per i quali esiste 
nel dominio della terza variabile un valore compatibile (esempio: per nel dominio della terza variabile un valore compatibile (esempio: per 
l’arco da l’arco da XiXi a a XjXj, nessuna delle coppie <r,b> e <b,r> ha un valore a , nessuna delle coppie <r,b> e <b,r> ha un valore a 
supporto nel dominio di supporto nel dominio di XkXk))

•• Verificare, Verificare, eprepr questo esempio, che la rete non è PC equivale alla questo esempio, che la rete non è PC equivale alla 
situazione di situazione di fallimentofallimento nella ricercanella ricerca

Xi Xj

{r,b} {r,b}



PATHPATH CONSISTENCYCONSISTENCY::ESEMPIOESEMPIO11 ((contcont..))

Xi Xj
≠

Xk

{r,g,b}

≠ ≠
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•• Aggiungendo un colore alla palette disponibile: r,g,b Aggiungendo un colore alla palette disponibile: r,g,b 
•• La rete è PCLa rete è PC
•• Verificare la consistenza di grado n=3 per questa rete che ha Verificare la consistenza di grado n=3 per questa rete che ha 

esattamente n=3 variabili equivale a verificare che esattamente n=3 variabili equivale a verificare che esiste una esiste una 
soluzione  (Nota bene: poiché il grado di consistenza è identico al soluzione  (Nota bene: poiché il grado di consistenza è identico al 
numero di variabili)numero di variabili)

Xi Xj

{r,g,b} {r,g,b}

PATHPATH--CONSISTENCYCONSISTENCY
•• NotaNota:: lala definizionedefinizione originaleoriginale didi pathpath--consistenzaconsistenza sisi riferisceriferisce aa camminicammini

didi lunghezzalunghezza arbitrariaarbitraria mm..
•• Tuttavia,Tuttavia, esisteesiste ilil seguenteseguente teoremateorema::
•• TEOREMATEOREMA:: SeSe ogniogni camminocammino didi lunghezzalunghezza 22 didi unun grafografo completocompleto èè

pathpath--consistenteconsistente alloraallora l'interal'intera reterete èè pathpath--consistenteconsistente..
•• UnUn constraintconstraint--graphgraph nonnon completocompleto puòpuò essereessere resoreso completocompleto

i di d tt ll i bilii bili i l ti l t i lii li l t tl t t
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aggiungendo,aggiungendo, tratra lele variabilivariabili nonnon vincolate,vincolate, vincolivincoli completamentecompletamente
rilassatirilassati:: sempresempre veriveri

X2 X3

X1

{3,4} {5}

{1,3}

<

< or =
< or = or >

VINCOLO  
COMPLETAMENTE 
RILASSATO



KK--CONSISTENZACONSISTENZA

•• SceltiScelti valorivalori perper ogniogni kk--11--plapla didi variabilivariabili consistenticonsistenti concon ii vincolivincoli impostiimposti
daldal problema,problema, sisi cercacerca unun valorevalore perper ogniogni kk--esimaesima variabilevariabile cheche
soddisfasoddisfa ii vincolivincoli tratra tuttetutte lele kk variabilivariabili.. SeSe taletale valorevalore esisteesiste alloraallora lele kk
variabilivariabili sonosono kk consistenticonsistenti..

•• InIn generale,generale, sese unun grafografo contenentecontenente nn variabilivariabili èè kk-- consistenteconsistente concon
k<n,k<n, alloraallora perper trovaretrovare unauna soluzionesoluzione èè necessarianecessaria unauna ricercaricerca nellonello

8181

,, pp
spaziospazio restanterestante..

•• SeSe unun grafografo contenentecontenente nn variabilivariabili èè nn consistente,consistente, alloraallora sisi puòpuò
trovaretrovare unauna soluzionesoluzione senzasenza ricercaricerca..

•• FreuderFreuder nelnel 19781978 haha definitodefinito unun algoritmoalgoritmo generalegenerale perper rendererendere unauna
reterete kk--consistenteconsistente concon kk qualunquequalunque..

•• Tuttavia,Tuttavia, rendererendere unauna reterete didi vincolivincoli contenentecontenente nn variabilivariabili nn--
consistenteconsistente haha unauna complessitàcomplessità esponenzialeesponenziale inin nn ((costacosta quantoquanto
effettuareeffettuare lala ricercaricerca sulsul problemaproblema originaleoriginale))

CONSTRAINTCONSTRAINT SOLVERSOLVER inin praticapratica
•• II piùpiù diffusidiffusi constraintconstraint solversolver fannofanno usouso delledelle tecnichetecniche visteviste finofino adad oraora.. InIn

ConstraintConstraint ProgrammingProgramming tipicamentetipicamente sisi usausa unun algoritmoalgoritmo didi labelinglabeling concon lele
euristicheeuristiche visteviste eded arcarc--consistencyconsistency perper lala propagazionepropagazione didi vincolivincoli susu variabilivariabili
nonnon istanziateistanziate..

•• II vincolivincoli sonosono vistivisti comecome componenticomponenti softwaresoftware cheche incapsulanoincapsulano unun algoritmoalgoritmo didi
filteringfiltering.. MoltoMolto spessospesso l’algoritmol’algoritmo didi filteringfiltering cheche effettuaeffettua lala propagazionepropagazione nonnon
èè ll llilli i tii ti fifi ii bb llll titi d ld l
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èè generalgeneral purposepurpose comecome quelliquelli vistivisti finora,finora, mama sisi basabasa sullasulla semanticasemantica deldel
vincolovincolo perper motivimotivi didi efficienzaefficienza..

•• EsempioEsempio:: XX::::[[11....1010],], YY::::[[11....1010],], XX >> YY.. NonNon importaimporta controllarecontrollare tuttitutti ii valorivalori neinei
duedue domini,domini, mama bastabasta controllarecontrollare ii boundbound.. InIn particolareparticolare questoquesto vincolovincolo èè ACAC
sese min(X)min(X) >> min(Y)min(Y) andand maxmax(X)(X) >> maxmax(Y)(Y)

•• EsempioEsempio XX::::[[11....1010],], YY::::[[11....1010],], XX ≠≠ YY.. QuestoQuesto vincolovincolo èè SEMPRESEMPRE ACAC sese ii duedue
dominidomini contengonocontengono entrambientrambi piùpiù didi unun valorevalore.. L’ACL’AC sisi controllacontrolla quandoquando unauna
delledelle duedue variabilivariabili vieneviene istanziataistanziata aa unun valorevalore.. QuestoQuesto valorevalore vieneviene rimossorimosso
daldal dominiodominio dell’altradell’altra..



CONSTRAINTCONSTRAINT SOLVERSOLVER inin praticapratica

•• UnaUna caratteristicacaratteristica fondamentalefondamentale deidei constraintconstraint solversolver èè lala presenzapresenza didi
vincolivincoli nn--ari,ari, ancheanche dettidetti vincolivincoli GLOBALIGLOBALI

•• AncheAnche essiessi hannohanno unun algoritmoalgoritmo didi filteringfiltering alal loroloro internointerno

•• ChiaramenteChiaramente perper raggiungereraggiungere lala consistenzaconsistenza didi unun vincolovincolo nn--arioario
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pp gg ggg g
((GeneralizedGeneralized ArcArc ConsistencyConsistency),), inin linealinea didi principio,principio, sisi dovrebbedovrebbe
applicareapplicare lala nn--consistenza,consistenza, cheche haha complessitàcomplessità esponenzialeesponenziale..
–– TuttaviaTuttavia esistonoesistono vincolivincoli particolariparticolari perper cuicui raggiungereraggiungere lala nn--consistenzaconsistenza

haha costocosto polinomialepolinomiale (ad(ad esempioesempio alldifferentalldifferent))
–– PerPer gligli altrialtri cici sisi accontentaaccontenta didi un’approssimazioneun’approssimazione delladella GeneralizedGeneralized ArcArc

ConsistencyConsistency

•• VedreteVedrete alcunialcuni vincolivincoli globaliglobali nelnel corsocorso didi ApplicazioniApplicazioni didi IAIA

CSP e Problemi di OttimizzazioneCSP e Problemi di Ottimizzazione

•• Abbiamo considerato solo CSP in cui le variabili hanno domini Abbiamo considerato solo CSP in cui le variabili hanno domini 
discreti. La maggior parte di questi problemi sono discreti. La maggior parte di questi problemi sono NPNP--difficilidifficili, cioè , cioè 
sono problemi per i quali non è ancora stato trovato, e probabilmente sono problemi per i quali non è ancora stato trovato, e probabilmente 
non esiste, un algoritmo in grado di trovare la soluzione in un tempo non esiste, un algoritmo in grado di trovare la soluzione in un tempo 
polinomiale nella dimensione del problema.polinomiale nella dimensione del problema.
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•• Un Un ConstraintConstraint OptimizationOptimization ProblemProblem (COP) è un Problema di (COP) è un Problema di 
Soddisfacimento di Vincoli in cui viene aggiunto un obiettivo. Un COP Soddisfacimento di Vincoli in cui viene aggiunto un obiettivo. Un COP 
è quindi formalmente descrivibile come un CSP il cui scopo non è è quindi formalmente descrivibile come un CSP il cui scopo non è 
solo trovare una soluzione ammissibile, ma la soluzione solo trovare una soluzione ammissibile, ma la soluzione ottimaottima
secondo un certo criterio di valutazione. secondo un certo criterio di valutazione. 



CSP e Problemi di OttimizzazioneCSP e Problemi di Ottimizzazione

•• Dato un algoritmo generale in grado di risolvere qualsiasi CSP si può Dato un algoritmo generale in grado di risolvere qualsiasi CSP si può 
allora utilizzare tale algoritmo per risolvere anche qualsiasi COP. allora utilizzare tale algoritmo per risolvere anche qualsiasi COP. 
Infatti, dopo aver descritto il problema in termini di variabili, domini e Infatti, dopo aver descritto il problema in termini di variabili, domini e 
vincoli, basta aggiungere una variabile ulteriore che rappresenta la vincoli, basta aggiungere una variabile ulteriore che rappresenta la 
funzione obiettivo. funzione obiettivo. 
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•• Ogni volta che si trova una soluzione al CSP viene aggiunto un nuovo Ogni volta che si trova una soluzione al CSP viene aggiunto un nuovo 
vincolo che garantisce che ogni soluzione futura avrà un valore della vincolo che garantisce che ogni soluzione futura avrà un valore della 
funzione obiettivo migliore. Questo procedimento continua finché non funzione obiettivo migliore. Questo procedimento continua finché non 
sarà più possibile trovare alcuna soluzione. sarà più possibile trovare alcuna soluzione. 

•• L'ultima soluzione trovata  è la soluzione ottima.L'ultima soluzione trovata  è la soluzione ottima.

Tecniche AlternativeTecniche Alternative

•• Programmazione LineareProgrammazione Lineare

–– Tecniche numeriche per risolvere sistemi di equazioni (o Tecniche numeriche per risolvere sistemi di equazioni (o 
disequazioni) lineari + ottimizzazionedisequazioni) lineari + ottimizzazione

•• Es.:Es.: algoritmo del simplessoalgoritmo del simplesso

L MOLTO b i li li iL MOLTO b i li li i
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•• Lavora MOLTO bene per vincoli lineari  Lavora MOLTO bene per vincoli lineari  

4*X 4*X -- 3*Y 3*Y >> Z + 2Z + 2

XX33 -- 3*Y 3*Y >> ZZ22 + 2+ 2

YES !YES !

NO !NO !

•• Lavora , non molto bene , per problemi discreti Lavora , non molto bene , per problemi discreti 

•• In In questiquesti casicasi :: Constraint Constraint Processing è Processing è unauna sceltascelta miglioremigliore

•• Anche : per problemi di vincoli non su dati numericiAnche : per problemi di vincoli non su dati numerici


