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PROGRAMMAZIONE LOGICA A VINCOLIPROGRAMMAZIONE LOGICA A VINCOLI

•• Problemi di soddisfacimento di vincoli:Problemi di soddisfacimento di vincoli:
•• concetti generaliconcetti generali

•• Programmazione LogicaProgrammazione Logica
•• vantaggivantaggi
•• limitilimiti

•• Programmazione Logica a VincoliProgrammazione Logica a Vincoli
•• dominio e interpretazionedominio e interpretazione
•• controllocontrollo
•• modello computazionalemodello computazionale
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PROBLEMI DI SODDISFACIMENTO DI PROBLEMI DI SODDISFACIMENTO DI 
VINCOLIVINCOLI

•• Un problema di soddisfacimento di vincoli è definito da:Un problema di soddisfacimento di vincoli è definito da:
–– un insieme di variabili un insieme di variabili ((VV11, , VV22……VVnn))
–– un dominio discreto per ogni variabile un dominio discreto per ogni variabile ((DD11,,DD22……DDnn))
–– un insieme di vincoli su queste variabiliun insieme di vincoli su queste variabili:

vincolo: una relazione tra variabili che definisce un 
sottoinsieme del prodotto cartesiano dei domini
D1xD2x...xDn

Soluzione di un Problema di Soddisfacimento di vinco liSoluzione di un Problema di Soddisfacimento di vinco li :   un :   un 
assegnamento di valori alle variabili consistente con i vincoliassegnamento di valori alle variabili consistente con i vincoli

E. Tsang: “Foundations of Constraint Satisfaction” E. Tsang: “Foundations of Constraint Satisfaction” 
Academic Press, 1992.Academic Press, 1992.
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ESEMPIO: Map ESEMPIO: Map ColoringColoring

1

3

2

4

5

•• Trovare un assegnamento di colori alle variabili Trovare un assegnamento di colori alle variabili 
consistente con i vincoli consistente con i vincoli 

–– variabili X1, X2, X3, X4, X5: zonevariabili X1, X2, X3, X4, X5: zone
–– domini domini D1, D2, D3, D4, D5:  [red, blue, green, yellow,pink]D1, D2, D3, D4, D5:  [red, blue, green, yellow,pink]
–– vincolivincoli : : near(Xinear(Xi, , XjXj) ) ⇒⇒ Xi  Xi  ≠≠ XjXj
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CONSTRAINT GRAPHSCONSTRAINT GRAPHS

Un problema di soddisfacimento di vincoli si può Un problema di soddisfacimento di vincoli si può 
rappresentare con un grafo dettorappresentare con un grafo detto constraint graph:constraint graph:
–– variabilivariabili nodinodi
–– vincoli vincoli ((iper)iper)--archiarchi

X1X1 X2X2

X3X3

X5X5

X4X4

≠≠

≠≠

≠≠

≠≠ ≠≠
≠≠

≠≠
≠≠

≠≠

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

•Soluzione ammissibile:
•X1 = red
•X2 = green
•X3 = blue
•X4 = yellow
•X5 = pink
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•• Algoritmo semplice (ma a volte inefficiente)Algoritmo semplice (ma a volte inefficiente)

X1=rossoX1=rosso

fallimentofallimento
X2=rossoX2=rosso

X2=verdeX2=verde

X3=rossoX3=rosso

X3=gialloX3=giallo

fallimentofallimento

X1

X2

X3=verdeX3=verde
fallimentofallimento

X4=rossoX4=rosso X4=gialloX4=giallo
fallimentofallimento

X4=verdeX4=verde
fallimentofallimento fallimentofallimento

X4=bluX4=blu

X5=verdeX5=verde
fallimentofallimento

X5=gialloX5=gialloX5=rossoX5=rosso
fallimentofallimento successosuccesso

X3 X4 X5

ESEMPIO: Map ESEMPIO: Map ColoringColoring
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI
•• Eliminazione a priori dei valori inconsistentiEliminazione a priori dei valori inconsistenti

X1=rossoX1=rosso

X3=gialloX3=giallo

X1:: r,v,g,b

X2::r,v,g,b

X3::r,v,g,b

X4::r,v,g,b
X5

r,v,g,b

X2=verdeX2=verde
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PROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONEPROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE

Un problema di ottimizzazione è definito da:Un problema di ottimizzazione è definito da:
–– un insieme di variabili un insieme di variabili ((XX11, , XX22……XXnn))
–– un dominio discreto per ogni variabile un dominio discreto per ogni variabile ((DD11,,DD22……DDnn))
–– un insieme di vincoli su queste variabiliun insieme di vincoli su queste variabili:

vincolo: una relazione tra variabili che definisce un 
sottoinsieme del prodotto cartesiano dei domini
D1xD2x...xDn

– una funzione obiettivo f(XX11, , XX22……XXn n ))

Soluzione di un problema di ottimizzazioneSoluzione di un problema di ottimizzazione : un assegnamento di : un assegnamento di 
valori alle variabili compatibile con i vincoli del problema chevalori alle variabili compatibile con i vincoli del problema che ottimizza ottimizza 
la funzione obiettivola funzione obiettivo
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EXAMPLE: Map EXAMPLE: Map ColoringColoring

1

3

2

4

5

•• Trovare un assegnamento di colori alle zone tale che Trovare un assegnamento di colori alle zone tale che 
due zone adiacenti sono colorate con colori diversi, e due zone adiacenti sono colorate con colori diversi, e 
MINIMIZZANDOMINIMIZZANDO il numero di colori usatiil numero di colori usati

–– variabili V1, V2, V3, V4, V5: zonevariabili V1, V2, V3, V4, V5: zone
–– dominidomini D1, D2, D3, D4, D5:  [red, blue, green, yellow,pink]D1, D2, D3, D4, D5:  [red, blue, green, yellow,pink]
–– vincoli: vincoli: near(Xinear(Xi, , VjVj) ) ⇒⇒ Xi  Xi  ≠≠ XjXj
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CONSTRAINT GRAPHSCONSTRAINT GRAPHS

UUn n problemaproblema di di ottimizzazioneottimizzazione sisi puòpuò rappresentarerappresentare con con 
un un grafografo dettodetto constraint graph:constraint graph:
–– variabilivariabili nodinodi
–– vincolivincoli ((iper)iper)--archiarchi

X1X1 X2X2

X3X3

X5X5

X4X4

≠≠

≠≠

≠≠

≠≠ ≠≠
≠≠

≠≠
≠≠

≠≠

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

[[redred,blue,green,yellow,,blue,green,yellow,pinkpink]]

•Optimal Solution:
•V1 = red
•V2 = green
•V3 = yellow
•V4 = blue
•V5 = yellow
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Prolog è un buon linguaggio per Prolog è un buon linguaggio per 
risolvere CSP?risolvere CSP?

“
”

1212

Prolog per CSPProlog per CSP
VantaggiVantaggi

•• Linguaggio dichiarativoLinguaggio dichiarativo

•• Variabili logicheVariabili logiche

•• BacktrackingBacktracking

•• Reversibilità: molti Reversibilità: molti 
predicati per generare predicati per generare 
combinazionicombinazioni

SvantaggiSvantaggi

•• Integrazione con altro Integrazione con altro 
software?software?
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EsEsreversibilità reversibilità 
membermember(X,[X|_]).(X,[X|_]).

member(X,[_|T]):member(X,[_|T]): -- membermember(X,T).(X,T).

•• verifica se un elemento appartiene ad una listaverifica se un elemento appartiene ad una lista
membermember(1,[4,1,2]).(1,[4,1,2]).

yesyes

•• Se metto l’elemento variabile, in Se metto l’elemento variabile, in backtrackingbacktracking gli vengono gli vengono 
assegnati i vari elementi della listaassegnati i vari elementi della lista
membermember(X,[4,1,2]).(X,[4,1,2]).

yesyes , X=4, more?, X=4, more?

yesyes , X=1, more?, X=1, more?

yesyes , X=2., X=2.

•• Utile per generare assegnamenti!Utile per generare assegnamenti!
1414

Esempio di CSPEsempio di CSP
•• Variabili: X, Y  Variabili: X, Y  -- Domini: da 1 a 4 Domini: da 1 a 4 -- Vincoli: X>YVincoli: X>Y

csp(X,Y):csp(X,Y): --

member(X,[1,2,3,4]),member(X,[1,2,3,4]),

member(Y,[1,2,3,4]),member(Y,[1,2,3,4]),

X>Y.X>Y.

•• Elenca, in Elenca, in backtrackingbacktracking, tutte le soluzioni del CSP, tutte le soluzioni del CSP

•• Molto dichiarativo: dichiaro le variabili, i domini (Molto dichiarativo: dichiaro le variabili, i domini (membermember) e i vincoli) e i vincoli

•• Quale algoritmo viene usato?Quale algoritmo viene usato?

•• Che cosa devo fare se voglio cambiare euristica?Che cosa devo fare se voglio cambiare euristica?
•• selezione del valoreselezione del valore
•• selezione della variabileselezione della variabile

1515

Esempio Reversibilità 2Esempio Reversibilità 2
permutationpermutation ([],[]).([],[]).

permutation([permutation([ Head|TailHead|Tail ],], PermListPermList ) :) : --

permutationpermutation (( TailTail ,, PermTailPermTail ),),

deletedelete (Head,(Head, PermListPermList ,, PermTailPermTail ).).

deletedelete (A, [(A, [ A|BA|B ], B).], B).

delete(A, [B, delete(A, [B, C|DC|D ], [], [ B|EB|E ]) :]) : --

deletedelete (A, [(A, [ C|DC|D ], E).], E).

Può generare le permutazioni di una listaPuò generare le permutazioni di una lista

??-- permutation([a,b,c],Lpermutation([a,b,c],L ).).

Yes, L = [a, b, c]Yes, L = [a, b, c] more? ;more? ;

Yes, L = [b, a, c] Yes, L = [b, a, c] more? ;more? ;

Yes, L = [b, c, a]Yes, L = [b, c, a] more?more?
1616

ESEMPIO: Map ColoringESEMPIO: Map Coloring

1

3

2

4

5

•• Trovare un assegnamento di colori alle variabili Trovare un assegnamento di colori alle variabili 
consistente con i vincoli consistente con i vincoli 

–– variabili V1, V2, V3, V4, V5: zonevariabili V1, V2, V3, V4, V5: zone
–– domini D1, D2, D3, D4, D5:  domini D1, D2, D3, D4, D5:  [red, blue, green, yellow][red, blue, green, yellow]
–– vincolivincoli : near(Vi, : near(Vi, VjVj) ) ⇒⇒ Vi  Vi  ≠≠ VjVj
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EsempioEsempio
coloringcoloring ([X1,X2,X3,X4,X5],([X1,X2,X3,X4,X5], DomDom):): --

membermember(X1,(X1, DomDom),),

membermember(X2,(X2, DomDom),),

membermember(X3,(X3, DomDom),),

membermember(X4,(X4, DomDom),),

membermember(X5,(X5, DomDom),),

X2 X2 \\ = X1, X3 = X1, X3 \\ = X1, = X1, 

X4 X4 \\ = X1, X5 = X1, X5 \\ = X1,= X1,

X3 X3 \\ = X2, X4 = X2, X4 \\ = X2, = X2, 

X5 X5 \\ = X2, X4 = X2, X4 \\ = X3, = X3, 

X4 X4 \\ = X5.= X5.

1

3

2

4

5

Molto dichiarativo!

Che algoritmo viene 
usato?

1818

Standard Standard backtrackingbacktracking
coloringcoloring ([X1,X2,X3,X4,X5],([X1,X2,X3,X4,X5], DomDom):): --

membermember(X1,(X1, DomDom),),

membermember(X2,(X2, DomDom),),

X2 X2 \\ = X1,= X1,

membermember(X3,(X3, DomDom),),

X3 X3 \\ = X1, X3 = X1, X3 \\ = X2, = X2, 

membermember(X4,(X4, DomDom),),

X4 X4 \\ = X1, X4 = X1, X4 \\ = X2, X4 = X2, X4 \\ = X3, = X3, 

membermember(X5,(X5, DomDom),),

X5 X5 \\ = X1,= X1,

X5 X5 \\ = X2, X4 = X2, X4 \\ = X5.= X5.

1

3

2

4

5

•L’ordine è 
importante ����
•un po’ meno 
dichiarativo
•Risolve solo 
questa istanza
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Standard Standard backtrackingbacktracking: generale: generale
% colori(% colori( +LStati+LStati , , -- AssegnamAssegnam, , +NodiGiaAssegnati+NodiGiaAssegnati , , 

+ValoriGiaAssegnati+ValoriGiaAssegnati , , DomDom))
% ?% ?-- colori([1,2,3,4,5], X,[],[],[r,b,g,y]).colori([1,2,3,4,5], X,[],[],[r,b,g,y]).
coloricolori ([],[],_,_,_).([],[],_,_,_).
colori([N1|Ntail], [X|Tail], NPlaced, Placed, Value s):colori([N1|Ntail], [X|Tail], NPlaced, Placed, Value s): --

member(X,Values),member(X,Values),
compatible(X,N1,Placed,NPlaced),compatible(X,N1,Placed,NPlaced),
colori(Ntail, Tail, [N1|NPlaced], [colori(Ntail, Tail, [N1|NPlaced], [ X|PlacedX|Placed ], Values).], Values).

compatible(_,_,[],[]).compatible(_,_,[],[]).
compatible(X,N1,[P|compatible(X,N1,[P| TailTail ],[NP|],[NP| NTailNTail ]):]): --

(near(N1,NP); near(NP,N1)), !,(near(N1,NP); near(NP,N1)), !,
XX\\ ==P,==P,
compatible(X,N1,compatible(X,N1, TailTail ,, NTailNTail ).).

compatible(X,N1,[P|compatible(X,N1,[P| TailTail ],[NP|],[NP| NTailNTail ]):]): --
compatible(X,N1,compatible(X,N1, TailTail ,, NTailNTail ).).

1

3

2

4

5

near(1,2).near(1,2).

near(1,3).near(1,3).

……
2020

Altro esempio: Altro esempio: NN--queensqueens
queensqueens (S,N):(S,N): --

domains(1,N,D),domains(1,N,D),

permutation(D,S), permutation(D,S), 

safe(S).safe(S).

safe([]).safe([]).

safe([Queen|Others]) :safe([Queen|Others]) : --

safesafe (( OthersOthers ),),

noattacknoattack (( QueenQueen,, OthersOthers ,1).,1).

domainsdomains (X,X,[X]):(X,X,[X]): -- !.!.

domains(N,Max,[domains(N,Max,[ N|TN|T ]):]): --

N1 is N+1,N1 is N+1,

domains(N1,Max,T).domains(N1,Max,T).

noattack(_,[],_).noattack(_,[],_).

noattack(Y,[Y1|Ylist],noattack(Y,[Y1|Ylist], XdistXdist ):): --

YY-- Y1=Y1=\\ =Xdist,=Xdist,

Y1Y1-- Y=Y=\\ =Xdist,=Xdist,

Dist1 Dist1 isis XdistXdist +1,+1,

noattacknoattack (Y,(Y, YlistYlist ,Dist1).,Dist1).

Che algoritmo è?
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NN--QueensQueensStandard Standard BacktrackingBacktracking
stdbackstdback (X,N):(X,N): --

domains(1,N,D),domains(1,N,D),

stdback(X,[],D).stdback(X,[],D).

stdback([], stdback([], PlacedPlaced , [])., []).

stdback([X|Xs], Placed, stdback([X|Xs], Placed, 
ValuesValues ):): --

deletedelete (X,(X, ValuesValues ,, NewValuesNewValues ),),

noattacknoattack (X,(X, PlacedPlaced ,1),,1),

stdback(Xs,[X|Placed],stdback(Xs,[X|Placed], NewVNewV
aluesalues ).).

domainsdomains (X,X,[X]):(X,X,[X]): -- !.!.

domains(N,Max,[domains(N,Max,[ N|TN|T ]):]): --

N1 is N+1,N1 is N+1,

domains(N1,Max,T).domains(N1,Max,T).

noattack(_,[],_).noattack(_,[],_).

noattack(Y,[Y1|Ylist],noattack(Y,[Y1|Ylist], XdistXdist ))
:: --

YY-- Y1=Y1=\\ =Xdist,=Xdist,

Y1Y1-- Y=Y=\\ =Xdist,=Xdist,

Dist1 Dist1 isis XdistXdist +1,+1,

noattacknoattack (Y,(Y, YlistYlist ,Dist1).,Dist1).
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NN--QueensQueensForwardForward CheckingChecking
fwdcheckfwdcheck (Var, N):(Var, N): --

domains(1,N,D),domains(1,N,D),

length(Var,N),length(Var,N),

assegna_dom(assegna_dom( VarDomVarDom,D,Var),,D,Var),

queens_aux(VarDom).queens_aux(VarDom).

queens_aux([]).queens_aux([]).

queens_aux([[X1,D]|Rest]):queens_aux([[X1,D]|Rest]): --

member(X1,D), member(X1,D), % istanzia X1% istanzia X1

forward(X1,Rest,Newrest), forward(X1,Rest,Newrest), 
%propagazione%propagazione

queens_auxqueens_aux (( NewrestNewrest ).).

forwardforward (X,(X, RestRest ,, NewrestNewrest ):): --

forwardforward (X,(X, RestRest ,1,,1, NewrestNewrest ).).

forwardforward (X,[],(X,[], NbNb,[]). ,[]). 

forwardforward (X,[[Var,(X,[[Var, DomDom]] |Rest|Rest ],], NbNb,[[Var,[,[[Var,[
F|TF|T ]]]] |Newrest|Newrest ]):]): --

remove_valueremove_value (X,(X, DomDom,, NbNb,[,[ F|TF|T ]),]),

Nb1 is  Nb +1,Nb1 is  Nb +1,

forwardforward (X,(X, RestRest ,Nb1,,Nb1, NewrestNewrest ).).

remove_valueremove_value (X,[],(X,[], NbNb,[]).,[]).

remove_value(X,[Val|Rest],remove_value(X,[Val|Rest], NbNb,[,[ Val|NewVal|New
restrest ]):]): --

compatiblecompatible (X,Val,(X,Val, NbNb), !, ), !, 

remove_value(X,Rest,remove_value(X,Rest, NbNb,, NewrestNewrest ).).

remove_valueremove_value (X,[(X,[ Val|RestVal|Rest ],], NbNb,, NewrestNewrest ))
:: --

remove_valueremove_value (X,(X, RestRest ,, NbNb,, NewrestNewrest ).).

domains(X,X,[X]):-!.

domains(N,Max,[N|T]):-

N1 is N+1,

domains(N1,Max,T).

compatible(Value1,Value2,Nb):compatible(Value1,Value2,Nb): --

Value1 =Value1 = \\ = Value2 +Nb,= Value2 +Nb,

Value1 =Value1 = \\ = Value2 = Value2 -- Nb,Nb,

Value1 =Value1 = \\ = Value2.= Value2.

% Crea una lista % Crea una lista 
[[Var1,Dom],[Var2,Dom],…][[Var1,Dom],[Var2,Dom],…]

assegna_dom([],_,[]).assegna_dom([],_,[]).

assegna_dom([[V,D]|LVarDom],D,[V|LVarassegna_dom([[V,D]|LVarDom],D,[V|LVar
]):]): --

assegna_dom(LVarDom,D,assegna_dom(LVarDom,D, LVar).LVar).

2323

NN--QueensQueens: Efficienza: Efficienza
•• secondi secondi 

necessari necessari 
per per 
trovare trovare 
tutte le tutte le 
soluzionisoluzioni

0
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Gen & Test

Std Back

Forward Check
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Limite n. 1Limite n. 1

Prolog spinge a scrivere programmi Prolog spinge a scrivere programmi 
basati su Standard basati su Standard BacktrackingBacktracking

meno efficienti di algoritmi che meno efficienti di algoritmi che 
applicano il applicano il pruningpruning a prioria priori
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Rappresentazione dei numeriRappresentazione dei numeri
•• Risolvere questa equazione:Risolvere questa equazione:

X+X+22 = Y+= Y+11

•• Soluzione:Soluzione:

X+X+11 = Y= Y
•• Possiamo ottenere questo risultato in Possiamo ottenere questo risultato in 

Prolog?Prolog?

1

2626

Aritmetica di Aritmetica di PeanoPeano
sumsum(X,0,X).(X,0,X).

sum(X,s(Y),s(Z)):sum(X,s(Y),s(Z)): --

sum(X,Y,Z).sum(X,Y,Z).

??-- sum(X,s(s(0)),Z), sum(X,s(s(0)),Z), sumsum(Y,s(0),Z).(Y,s(0),Z).

yesyes , , Y=sY=s(X).(X).

2727

Possiamo scrivere così?Possiamo scrivere così?

??-- X+2 = Y+1.X+2 = Y+1.

2828

E così?E così?

??-- Z Z isis X+2, Z X+2, Z isis Y+1.Y+1.
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Ordine dei goal significativoOrdine dei goal significativo
•• X X isis Y+1, Y=3 Y+1, Y=3 �� erroreerrore

•• Y=3, X Y=3, X isis Y+1 Y+1 �� X=4X=4

Lo stesso vale per le relazioni (Lo stesso vale per le relazioni (>, <, >, <, ≠≠≠≠≠≠≠≠, , ≥≥, , ……):):

•• X > 3, X = 5 X > 3, X = 5 �� erroreerrore

•• X = 5, X > 3 X = 5, X > 3 �� yesyes

3030

Limite n. 2Limite n. 2

Prolog non interpreta i numeriProlog non interpreta i numeri

3131

Soluzione parziale: Soluzione parziale: freezefreeze, , whenwhen
freezefreeze (X,atomo(X))(X,atomo(X))

•• Indica a Prolog che l’Indica a Prolog che l’atomoatomo deve essere deve essere 
selezionato (dalla risoluzione SLD) solo selezionato (dalla risoluzione SLD) solo 
quando quando XX non è variabile.non è variabile.

freezefreeze (Y, X (Y, X isis Y+1), Y=3.Y+1), Y=3.

freezefreeze (3, X (3, X isis 3+1).3+1).

[][]

Y/3Y/3

X/4X/4

3232

MapMap ColoringColoring usando usando whenwhen
diverso(A,B):diverso(A,B): --

whenwhen(((( nonvarnonvar (A),(A), nonvarnonvar (B)),A(B)),A \\ =B).=B).

coloringcoloring ([X1,X2,X3,X4,X5],([X1,X2,X3,X4,X5], DomDom):): --

diverso(X2,X1), diverso(X3,X1), diverso(X2,X1), diverso(X3,X1), 

diverso(X4,X1), diverso(X5,X1),diverso(X4,X1), diverso(X5,X1),

diverso(X3,X2), diverso(X4,X2), diverso(X3,X2), diverso(X4,X2), 

diverso(X5,X2), diverso(X4,X3), diverso(X5,X2), diverso(X4,X3), 

diverso(X4,X5),diverso(X4,X5),

member(X1,Dom),member(X1,Dom),

member(X2,Dom),member(X2,Dom),

member(X3,Dom),member(X3,Dom),

member(X4,Dom),member(X4,Dom),

member(X5,Dom).member(X5,Dom).

1

3

2

4

5

Molto dichiarativo!Molto dichiarativo!Molto dichiarativo!Molto dichiarativo!
Che algoritmo viene Che algoritmo viene Che algoritmo viene Che algoritmo viene 
usato?usato?usato?usato?
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Ancora su Ancora su freezefreeze/ / whenwhen
•• E se Y non diventa E se Y non diventa groundground??

??-- freeze(Y, X is Y+1).freeze(Y, X is Y+1).

Delayed goals: X is Y + 1Delayed goals: X is Y + 1

YesYes

•• Non semplifica le equazioni, ma è già qualcosaNon semplifica le equazioni, ma è già qualcosa

•• A carico del programmatoreA carico del programmatore

•• Cosa ci serve ?Cosa ci serve ?

•• Che il risolutore “addormenti” i goal che non è in grado Che il risolutore “addormenti” i goal che non è in grado 
di valutare per selezionarli non appena sono disponibili di valutare per selezionarli non appena sono disponibili 
nuove informazioninuove informazioni

risposta risposta risposta risposta 
condizionale!condizionale!condizionale!condizionale!

risposta risposta risposta risposta 
condizionale!condizionale!condizionale!condizionale!

3434

Altro esempio di CSPAltro esempio di CSP
•• Variabili: X, Y  Variabili: X, Y  -- Domini: da 1 a 4 Domini: da 1 a 4 -- Vincoli: X>YVincoli: X>Y

cspcsp (X,Y):(X,Y): --

when((when(( nonvarnonvar (X),(X), nonvarnonvar (Y)), X>Y ),(Y)), X>Y ),

member(X,[1,2,3,4]),member(X,[1,2,3,4]),

member(Y,[1,2,3,4]).member(Y,[1,2,3,4]).

•• Prima fa gli assegnamenti, poi verifica i vincoliPrima fa gli assegnamenti, poi verifica i vincoli

•• Sarebbe più efficiente se, quando invoco X>Y, questo Sarebbe più efficiente se, quando invoco X>Y, questo 
eliminasse già a priori eliminasse già a priori gli elementi inconsistenti dai gli elementi inconsistenti dai 
domini: domini: pruningpruning
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Come fare?Come fare?
•• Se vogliamo che Prolog faccia anche le Se vogliamo che Prolog faccia anche le 

semplificazioni, il semplificazioni, il pruningpruning, bisogna che , bisogna che 
sappia il sappia il tipotipo della variabile:della variabile:

•• alcune variabili non sono solo variabili logiche (a alcune variabili non sono solo variabili logiche (a 
cui può essere assegnato un termine), ma cui può essere assegnato un termine), ma 
numerichenumeriche

•• Devo dire qual è il dominio della variabileDevo dire qual è il dominio della variabile

•• A questo punto il sistema associa ad ogni A questo punto il sistema associa ad ogni 
variabile il suo dominio e lavora su di essovariabile il suo dominio e lavora su di esso

3636

Programmazione Logica a Programmazione Logica a 
VincoliVincoli

ConstraintConstraint LogicLogic ProgrammingProgramming
(CLP)(CLP)
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ConstraintConstraintLogicLogic ProgrammingProgramming
•• Nuovo paradigma di programmazione, estensione della Nuovo paradigma di programmazione, estensione della 

Programmazione Logica [Programmazione Logica [JaffarJaffar e e LassezLassez, 1998], 1998]

•• è uno schema per produrre nuovi linguaggiè uno schema per produrre nuovi linguaggi

•• durante la risoluzione SLD, alcuni atomi speciali, detti durante la risoluzione SLD, alcuni atomi speciali, detti 
vincolivincoli ((constraintsconstraints), non vengono risolti, ma vengono ), non vengono risolti, ma vengono 
accumulati in un’area di memoria esterna (accumulati in un’area di memoria esterna (constraintconstraint storestore) ) 
ed elaborati da un ed elaborati da un risolutore esternorisolutore esterno ((constraintconstraint solver).solver).

•• Ci possono essere diversi risolutori, basati su tecnologie Ci possono essere diversi risolutori, basati su tecnologie 
diverse. Ciascuno di questi dà luogo ad un linguaggio della diverse. Ciascuno di questi dà luogo ad un linguaggio della 
classe CLP:classe CLP:
•• CLP(FD):CLP(FD): sui domini finitisui domini finiti basato su basato su consistencyconsistency
•• CLP(R):CLP(R): sui realisui reali basato sul basato sul simplessosimplesso
•• CLP(CLP(BoolBool):): sui sui booleanibooleani basato su BDDbasato su BDD
•• ……
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ESTENDERE LA MACCHINA LOCIGAESTENDERE LA MACCHINA LOCIGA

riso lve nte

DB Pro log

risp osta
c a lc ola ta

c onstra int
store

c onstra int
solver

m otore
inferenzia le

m a c c hina
Pro lo g

outp ut
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MACCHINA CLPMACCHINA CLP

risolvente

DB Prolog

constra int
store

constra int
solver

motore
inferenzia le

ma c c hina
CLP+
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CLP: sintassiCLP: sintassi
•• In CLP ci sono alcuni predicati, con una In CLP ci sono alcuni predicati, con una 

sintassi particolare, che non vengono risolti sintassi particolare, che non vengono risolti 
con la risoluzione SLDcon la risoluzione SLD

•• Ad esempio, supponiamo che il nostro Ad esempio, supponiamo che il nostro 
linguaggio CLP abbia il vincolo linguaggio CLP abbia il vincolo $>$>, che ha il , che ha il 
significato di “maggiore”significato di “maggiore”

compreso(compreso( InfInf ,X,,X, SupSup) :) : -- X $> X $> InfInf , , 
SupSup $> X.$> X.
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CLP: semantica operazionaleCLP: semantica operazionale
compreso(compreso( InfInf ,X,,X, SupSup) :) : -- X $> X $> InfInf , , SupSup $> X.$> X.

compreso(1,X,M), M=1

X $> 1, M $> X, M=1

M $> X, M=1 X $> 1         

M=1 M $> X $> 1

[] 1 $> X $> 1 

fallimento
4242

Come fa il Come fa il constraintconstraintsolver?solver?
•• Da cosa si accorge il Da cosa si accorge il constraintconstraint solver che solver che 

c’è un fallimento?c’è un fallimento?

•• Dipende dal tipo di solverDipende dal tipo di solver

•• CLP(FD): ho un fallimento quando una variabile CLP(FD): ho un fallimento quando una variabile 
ha il dominio vuotoha il dominio vuoto

•• CLP(R): ho fallimento quando l’algoritmo del CLP(R): ho fallimento quando l’algoritmo del 
simplessosimplesso rileva che non ci sono soluzionirileva che non ci sono soluzioni
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MACCHINA CLP: PASSI FONDAMENTALIMACCHINA CLP: PASSI FONDAMENTALI

•• Risoluzione rRisoluzione r
–– selezione di un atomo dal risolventeselezione di un atomo dal risolvente

–– unificazione: aggiunta di vincoli al constraint unificazione: aggiunta di vincoli al constraint storestore

•• ConstrainingConstraining cc
–– selezione di un vincolo dal risolventeselezione di un vincolo dal risolvente

–– aggiunta del vincolo al constraint storeaggiunta del vincolo al constraint store

•• Infer (propagazione) iInfer (propagazione) i
–– trasformazione del constraint storetrasformazione del constraint store

•• Consistenza sConsistenza s
–– verifica della soddisfacibilità del constraint verifica della soddisfacibilità del constraint storestore

“metodi” 
che il 
risolutore 
deve 
esportare 
per poter 
essere 
usato in 
una 
macchina 
CLP
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CLP(FD)CLP(FD)
•• CLP(FD): Constraint Logic Programming CLP(FD): Constraint Logic Programming su domini su domini 

finitifiniti

•• particolarmente adatta a modellare e risolvere problemi a vincolparticolarmente adatta a modellare e risolvere problemi a vincolii

•• Modello del problemaModello del problema

•• Le VARIABILI rappresentano le entità del problemaLe VARIABILI rappresentano le entità del problema

•• Definite su DOMINI FINITI di oggetti arbitrari (normalmente inteDefinite su DOMINI FINITI di oggetti arbitrari (normalmente interi)ri)

•• Legate da VINCOLI (relazioni tra variabili)Legate da VINCOLI (relazioni tra variabili)
–– matematicimatematici

–– simbolici simbolici 

•• Nei problemi di ottimizzazione si ha una FUNZIONE OBIETTIVONei problemi di ottimizzazione si ha una FUNZIONE OBIETTIVO

•• RisoluzioneRisoluzione

•• Algoritmi di propagazione (incompleti) incapsulati nei vincoliAlgoritmi di propagazione (incompleti) incapsulati nei vincoli

•• Strategie di ricercaStrategie di ricerca
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CLP(FD): SintassiCLP(FD): Sintassi
•• Esistono diversi linguaggi CLP(FD).Esistono diversi linguaggi CLP(FD).

•• CHIPCHIP

•• SICStusSICStus

•• ECLECLiiPSPSee

•• BB--PrologProlog

•• ……

•• La sintassi è simile, ma non identica La sintassi è simile, ma non identica ��������

•• Ciascuno ha caratteristiche distintiveCiascuno ha caratteristiche distintive
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CLP(FD): SintassiCLP(FD): Sintassi
In generale però si hannoIn generale però si hanno

•• Un metodo per definire il dominio delle Un metodo per definire il dominio delle 
variabilivariabili

•• ECLiPSeECLiPSe:: X :: [1..10,13..15].X :: [1..10,13..15].

•• SICStus:SICStus: X in (1..10) X in (1..10) \\ / (13..15)./ (13..15).

•• Una sintassi che contraddistingue i vincoli Una sintassi che contraddistingue i vincoli 
dagli altri predicati (ECLiPSe e SICStus dagli altri predicati (ECLiPSe e SICStus 
usano il ‘usano il ‘## ’):’):

•• #>, #>=, #=<, #>, #>=, #=<, #=#=, #, # \\ ==, … sono vincoli, … sono vincoli
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CLP(FD): Semantica OperazionaleCLP(FD): Semantica Operazionale
•• Quando il letterale selezionato dalla Quando il letterale selezionato dalla 

risoluzione SLD è un risoluzione SLD è un vincolovincolo, questo viene , questo viene 
inserito nel inserito nel constraintconstraint storestore

•• A questo punto, si ha una fase di A questo punto, si ha una fase di inferenzainferenza: : 
in CLP(FD) questa fase è data da una in CLP(FD) questa fase è data da una 
propagazionepropagazione, tipicamente , tipicamente ArcArc--ConsistencyConsistency

•• Fase di Fase di ConsistenzaConsistenza: se uno dei domini : se uno dei domini 
risulta vuoto, si ha fallimentorisulta vuoto, si ha fallimento

•• Alla fine viene fornito il Alla fine viene fornito il constraintconstraint storestore come come 
risposta, insieme al risposta, insieme al bindingbinding
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PROPRIETA’ DI CONSISTENZAPROPRIETA’ DI CONSISTENZA
•• NODE CONSISTENCYNODE CONSISTENCY
–– una rete è una rete è nodenode consistentconsistent se in ogni dominio di ogni nodo ogni se in ogni dominio di ogni nodo ogni 
valore è consistente con i vincoli unari che coinvolgono la varivalore è consistente con i vincoli unari che coinvolgono la variabileabile

•• ARC CONSISTENCYARC CONSISTENCY
–– una rete è arc consistent se per ogni arco (vincolo binario) chuna rete è arc consistent se per ogni arco (vincolo binario) che e 
connette le variabili Vi e connette le variabili Vi e VjVj per ogni valore nel dominio di Vi esiste per ogni valore nel dominio di Vi esiste 
un valore nel dominio di un valore nel dominio di VjVj consistente con il vincoloconsistente con il vincolo

V1V1 V2V2>  >  
[1..10][1..10] [1..10][1..10]

V1 < 7V1 < 7

Non Node Non Node consistentconsistent

Non Non ArcArc consistentconsistent

V1V1 V2V2>  >  
[2..6][2..6] [1..5][1..5]

V1 < 7V1 < 7

Node Node consistentconsistent

ArcArc consistentconsistent
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Esempio:Esempio:
p(X,Y):p(X,Y): --

X :: 1..5, Y :: 1..5, X :: 1..5, Y :: 1..5, 

X #> Y, X #> Y, membermember(1,[X,Y]).(1,[X,Y]).

5050

Esempio:Esempio:
p(X,Y):- X::1..5, Y::1..5, X#>Y, 

member(1,[X,Y]).

member(X,[X|_]).

member(X,[_|T]):- member(X,T).

p(X,Y):p(X,Y): -- X::1..5, Y::1..5, X#>Y, X::1..5, Y::1..5, X#>Y, 
member(1,[X,Y]).member(1,[X,Y]).

membermember(X,[X|_]).(X,[X|_]).

membermember(X,[_|T]):(X,[_|T]): -- membermember(X,T).(X,T).

p(X,Y)p(X,Y)

X :: 1..5, Y:: 1..5, X #> Y, member(1,[X,Y]).X :: 1..5, Y:: 1..5, X #> Y, member(1,[X,Y]).

Y:: 1..5, X #> Y, member(1,[X,Y]).Y:: 1..5, X #> Y, member(1,[X,Y]). X:: 1..5

X #> Y, member(1,[X,Y]).X #> Y, member(1,[X,Y]). X:: 1..5, Y::1..5

membermember (1,[X,Y]).(1,[X,Y]). X #> Y,X #> Y, X:: 2..5, Y::1..4

fallimentofallimento membermember (1,[Y]).(1,[Y]).

X=1

Y=1

[][] (X #> 1),(X #> 1), X:: 2..5
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Esempio:Esempio:
•• Che cosa sarebbe successo se avessi Che cosa sarebbe successo se avessi 

scritto X>Y invece di X #> Y?scritto X>Y invece di X #> Y?

p(X,Y):p(X,Y): --

X :: 1..5, Y:: 1..5, X :: 1..5, Y:: 1..5, 

X > Y, X > Y, membermember(1,[X,Y]).(1,[X,Y]).
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Esempio:Esempio:
p(X,Y):- X::1..5, Y::1..5, X>Y, 

member(1,[X,Y]).

member(X,[X|_]).

member(X,[_|T]):- member(X,T).

p(X,Y):p(X,Y): -- X::1..5, Y::1..5, X::1..5, Y::1..5, X>YX>Y, , 
member(1,[X,Y]).member(1,[X,Y]).

membermember(X,[X|_]).(X,[X|_]).

membermember(X,[_|T]):(X,[_|T]): -- membermember(X,T).(X,T).

p(X,Y)p(X,Y)

X :: 1..5, Y:: 1..5, X > Y, member(1,[X,Y]).X :: 1..5, Y:: 1..5, X > Y, member(1,[X,Y]).

Y:: 1..5, X > Y, member(1,[X,Y]).Y:: 1..5, X > Y, member(1,[X,Y]). X:: 1..5

X > Y, member(1,[X,Y]).X > Y, member(1,[X,Y]). X:: 1..5, Y::1..5

instatiationinstatiation faultfault

••Il predicato Il predicato >> è sempre il solito predicato di Prolog!!è sempre il solito predicato di Prolog!!

••Quindi vuole avere entrambi gli argomenti Quindi vuole avere entrambi gli argomenti istanziatiistanziati

••Può essere usato solo come test, non è un vincolo!Può essere usato solo come test, non è un vincolo!
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VINCOLI VINCOLI 

In generale, in CLP(FD) si hanno queste tipologie di vincoli:In generale, in CLP(FD) si hanno queste tipologie di vincoli:

•• Vincoli matematici: =, >, <, Vincoli matematici: =, >, <, ≠≠, , ≥≥, , ≤≤
–– Propagazione:Propagazione: arcarc--consistencyconsistency

•• Vincoli Simbolici Vincoli Simbolici [Beldiceanu, Contejean, Math.Comp.Mod. 94][Beldiceanu, Contejean, Math.Comp.Mod. 94]

–– Incapsulano un metodo di propagazione globale ed efficienteIncapsulano un metodo di propagazione globale ed efficiente

–– Formulazioni più conciseFormulazioni più concise
•• alldifferent([Xalldifferent([X 11,...,X,...,X mm])])

  tutte le variabili devono avere valori differentitutte le variabili devono avere valori differenti
•• element(N,[Xelement(N,[X 11,..,.. .X.X mm],], ValueValue ))

  l’ennesimo elemento della lista deve avere valore uguale a l’ennesimo elemento della lista deve avere valore uguale a ValueValue
•• cumulative([Scumulative([S 11,...S,...S mm], [D], [D 11,..,.. .D.D nn], [R], [R 11,...R,...R nn], L)], L)

  usato per vincoli di capacita’usato per vincoli di capacita’

•• vincoli disgiuntivivincoli disgiuntivi 5454

PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• VincoliVincoli matematicimatematici::

•• EsempioEsempio 11
–– X::[1..10], Y::[5..15], X#>YX::[1..10], Y::[5..15], X#>Y

ArcArc--consistency: per consistency: per ogniogni valorevalore v v delladella variabilevariabile X, se non X, se non esisteesiste un un 
valorevalore per Y per Y compatibilecompatibile con v, con v, alloraallora v v vieneviene cancellatocancellato daldal dominiodominio didi
X e X e viceversaviceversa

X::[6..10], Y::[5..9] X::[6..10], Y::[5..9] dopodopo la la propagazionepropagazione

•• EsempioEsempio 22
–– X::[1..10], Y::[5..15], X#=YX::[1..10], Y::[5..15], X#=Y

–– X::[5..10], Y::[5..10] X::[5..10], Y::[5..10] dopodopo la la propagazionepropagazione

•• EsempioEsempio 33
–– X::[1..10], Y::[5..15], X#X::[1..10], Y::[5..15], X# \\ =Y=Y

–– NessunaNessuna propagazionepropagazione
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ESEMPIO DI MODELLO DI UN ESEMPIO DI MODELLO DI UN 
PROBLEMAPROBLEMA

•• Map Map ColouringColouring

•• map_colouringmap_colouring ([V1,V2,V3,V4,V5]):([V1,V2,V3,V4,V5]): --

  V1::[V1::[ redred ,green,yellow,blue], ,green,yellow,blue], 

  V2::[V2::[ redred ,green,yellow,blue], ,green,yellow,blue], 

  V3::[V3::[ redred ,green,yellow,blue], ,green,yellow,blue], 

  V4::[V4::[ redred ,green,yellow,blue],,green,yellow,blue],

  V5::[V5::[ redred ,green,yellow,blue],,green,yellow,blue],

  V1#V1#\\ ==V2, V2, V1#V1#\\ ==V3, V3, V1#V1#\\ =V4, =V4, V1#V1#\\ ==V5, V5, V2#V2#\\ ==V3, V3, 

  V2#V2#\\ ==V4, V4, V2#V2#\\ ==V5, V5, V3#V3#\\ ==V4, V4, V4#V4#\\ ==V5,V5,

  ..........

  Alternativamente...Alternativamente...
  alldifferentalldifferent ([V1,([V1, V2,V3,V4]), V2,V3,V4]), 

  alldifferentalldifferent ([V1,V2,V4,V5]).([V1,V2,V4,V5]).

variabili & domini

vincoli

1

3

2

4

5
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Risolutori (in)completiRisolutori (in)completi
•• Problema: l’Problema: l’ArcArc--ConsistencyConsistency da sola non è da sola non è 

in grado di trovare una soluzionein grado di trovare una soluzione

•• Il risolutore CLP(FD) è un solver Il risolutore CLP(FD) è un solver incompletoincompleto::

•• Se dice ‘no’ non esiste soluzioneSe dice ‘no’ non esiste soluzione
•• Se dice ‘sì’ potrebbe esistere o potrebbe non Se dice ‘sì’ potrebbe esistere o potrebbe non 

esistereesistere
•• Fornisce comunque nella risposta calcolata i Fornisce comunque nella risposta calcolata i 

vincoli che devono essere soddisfattivincoli che devono essere soddisfatti

•• Se vogliamo trovare una soluzione, dovremo Se vogliamo trovare una soluzione, dovremo 
fare una ricerca nello spazio degli statifare una ricerca nello spazio degli stati
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CP: PROBLEM SOLVING CP: PROBLEM SOLVING 

•• Nozione di consistenzaNozione di consistenza: : 

–– L’insieme dei vincoli e’ consistente ?L’insieme dei vincoli e’ consistente ?

–– Esiste una soluzione ?Esiste una soluzione ?

•• Propagazione di vincoliPropagazione di vincoli: meccanismo di inferenza: meccanismo di inferenza
–– Rimuovere dai domini valori inconsistentiRimuovere dai domini valori inconsistenti

–– Inferire nuovi vincoli Inferire nuovi vincoli 

•• RicercaRicerca:  strategie di :  strategie di branchingbranching
–– Selezione di una variabile Selezione di una variabile 

–– Selezione del valoreSelezione del valore
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CP: CONSISTENZA CP: CONSISTENZA 

•• Un insieme di vincoli è Un insieme di vincoli è CONSISTENTECONSISTENTE (SODDISFACIBILE) (SODDISFACIBILE) 
se ammette almeno una soluzionese ammette almeno una soluzione

•• Risolutori Risolutori COMPLETICOMPLETI sono in grado di decidere se un sono in grado di decidere se un 
insieme di vincoli è insieme di vincoli è soddisfacibilesoddisfacibile ((Es.Es. risolutori sui reali)risolutori sui reali)

•• Risolutori Risolutori INCOMPLETIINCOMPLETI sono in grado di individuare alcune sono in grado di individuare alcune 
forme di inconsistenza, ma non di decidere se un insieme di forme di inconsistenza, ma non di decidere se un insieme di 
vincoli è soddisfacibile. (vincoli è soddisfacibile. (Es.Es. Risolutori su domini finiti)Risolutori su domini finiti)

•• l’inconsistenza è identificata quando il dominio di una variabill’inconsistenza è identificata quando il dominio di una variabile e 
diventa vuoto.diventa vuoto.
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CP(FD): CONSISTENZACP(FD): CONSISTENZA

•• Inconsistenza: dominio di una variabile vuotoInconsistenza: dominio di una variabile vuoto
•• non esistono valori che possono essere assegnati alla variabilenon esistono valori che possono essere assegnati alla variabile

•• Se ho una variabile con dominio vuoto sicuramente Se ho una variabile con dominio vuoto sicuramente 
l’insieme di vincoli è INSODDISFACIBILEl’insieme di vincoli è INSODDISFACIBILE

•• Se l’insieme di vincoli è INSODDISFACIBILE non è detto Se l’insieme di vincoli è INSODDISFACIBILE non è detto 
che una variabile abbia dominio vuoto. che una variabile abbia dominio vuoto. 

•• Se riuscissimo a trovare TUTTI i valori inconsistenti e a Se riuscissimo a trovare TUTTI i valori inconsistenti e a 
rimuoverli dal dominio delle variabili, avremmo un rimuoverli dal dominio delle variabili, avremmo un 
risolutore completo. Il problema di trovare tutti i valori risolutore completo. Il problema di trovare tutti i valori 
inconsistenti ha la stessa complessità del problema inconsistenti ha la stessa complessità del problema 
originale.originale. 6060

CP(FD): PROPAGAZIONE CP(FD): PROPAGAZIONE 

•• La propagazione di vincoli è quella forma di inferenza che La propagazione di vincoli è quella forma di inferenza che 
permette di identificare e rimuovere dai domini i valori permette di identificare e rimuovere dai domini i valori 
inconsistentiinconsistenti

•• Riduzione dello spazio di ricerca in cui ogni nodo Riduzione dello spazio di ricerca in cui ogni nodo 
corrisponde all’corrisponde all’istanziazioneistanziazione di una variabile del problema a di una variabile del problema a 
un valore contenuto nel suo dominio.un valore contenuto nel suo dominio.

•• Per ridurre completamente il problema (eliminando tutti i Per ridurre completamente il problema (eliminando tutti i 
valori inconsistenti) la propagazione avrebbe complessità valori inconsistenti) la propagazione avrebbe complessità 
esponenziale.esponenziale.

•• Allora è necessario trovare un compromesso tra costo Allora è necessario trovare un compromesso tra costo 
computazionale della propagazione e riduzione dello spazio computazionale della propagazione e riduzione dello spazio 
di ricerca.di ricerca.



6161

ECLiPSeECLiPSe
•• ECLiPSe è un linguaggio CLP che incorpora varie ECLiPSe è un linguaggio CLP che incorpora varie 

librerie, che forniscono dei risolutori specificilibrerie, che forniscono dei risolutori specifici
•• fdfd sui domini finitisui domini finiti
•• conjuntoconjunto sugli insiemisugli insiemi
•• eplexeplex reali, vincoli linearireali, vincoli lineari
•• ……

•• Inoltre, è possibile definire nuovi risolutori e Inoltre, è possibile definire nuovi risolutori e 
vincolivincoli
•• propiapropia
•• CHRCHR
•• ……
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ECLiPSe: CLP(FD)ECLiPSe: CLP(FD)
•• La libreria FD viene caricata col comandoLa libreria FD viene caricata col comando

use_moduleuse_module((librarylibrary((fdfd))))

oppure, per semplicitàoppure, per semplicità

liblib((fdfd).).

•• A questo punto abbiamo a disposizione:A questo punto abbiamo a disposizione:
•• :::: operatore per definire il dominio di una operatore per definire il dominio di una 

variabile, variabile, eses A::[0,3,7,10], B::[0..15]A::[0,3,7,10], B::[0..15]..
o di una lista di variabili: o di una lista di variabili: [A,B,C] :: [1..10,13].[A,B,C] :: [1..10,13].

•• Vincoli predefiniti:Vincoli predefiniti:
#<, #>, #=, ##<, #>, #=, #\\=, #<=, #>==, #<=, #>=
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CaricoCarico la la librerialibreria

EsempioEsempio
[eclipse 1]: [eclipse 1]: lib(fdlib(fd).).

fd_domain.ecofd_domain.eco loaded traceable 0 bytes in 0.05 secondsloaded traceable 0 bytes in 0.05 seconds

……

fd.ecofd.eco loaded traceable 0 bytes in 0.22 secondsloaded traceable 0 bytes in 0.22 seconds

Yes (0.22s Yes (0.22s cpucpu))

[eclipse 2]: A::[0,3,7,10], B::[0..15], A#> B.[eclipse 2]: A::[0,3,7,10], B::[0..15], A#> B.

A = A{[3, 7, 10]}A = A{[3, 7, 10]}

B = B{[0..9]}B = B{[0..9]}

Delayed goals:Delayed goals:

A{[3, 7, 10]} A{[3, 7, 10]} -- B{[0..9]}#>=1B{[0..9]}#>=1

Yes (0.00s Yes (0.00s cpucpu))

DominiDomini arcarc--consistenticonsistenti

VincoliVincoli dada soddisfaresoddisfare
6464

VINCOLI UNARI E BINARIVINCOLI UNARI E BINARI

Interpretazione dei vincoli come grafoInterpretazione dei vincoli come grafo

•• Node ConsistencyNode Consistency: Un vincolo c: Un vincolo c((XX)) è è 
node consistente se node consistente se 

∀∀dd ∈∈domdom((XX), ), cc((dd) ) èè vero (soddisfatto)vero (soddisfatto)

•• Arc Consistency (AC)Arc Consistency (AC): Un vincolo : Un vincolo 
c(X,Y) c(X,Y) èè arc consistente se arc consistente se 

∀∀dd ∈∈domdom((XX) ) ∃∃gg ∈∈domdom((YY) ) t.c.t.c. cc((dd,,gg) ) èè
vero (soddisfatto) e viceversavero (soddisfatto) e viceversa

X

X>5

X

X<Y+1

Y
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Algoritmi per ottenere ACAlgoritmi per ottenere AC

•• Vari algoritmi sono stati proposti per Vari algoritmi sono stati proposti per 
rendere una rete AC: (AC1) AC2, rendere una rete AC: (AC1) AC2, AC3AC3, … , … 
AC7, AC2000, AC 2001, …AC7, AC2000, AC 2001, …

•• Ogni algoritmo usa una lista in cui si Ogni algoritmo usa una lista in cui si 
ricorda “che cosa deve ancora valutare”ricorda “che cosa deve ancora valutare”

•• AC3 è uno dei piAC3 è uno dei piùù usati, perchusati, perchéé èè
semplice ed utilizza una lista di semplice ed utilizza una lista di vincolivincoli
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AC3 (Mackworth)AC3 (Mackworth)
LaLa (List of active constraints) = lista di tutti i vincoli;(List of active constraints) = lista di tutti i vincoli;

LsLs (List of sleeping constraints) = (List of sleeping constraints) = ∅∅;;

while while LaLa ≠≠ ∅∅ dodo

prendi un vincolo prendi un vincolo cc((X,YX,Y)) ∈∈La La e toglilo da e toglilo da LaLa

se ci sono elementi inconsistenti in se ci sono elementi inconsistenti in dom(X)dom(X)

allora eliminali (se dom(X) = allora eliminali (se dom(X) = ∅∅, , fallisci)fallisci)

metti in metti in LaLa tutti i vincoli in tutti i vincoli in LsLs che coinvolgono che coinvolgono XX

(stesso ragionamento per Y)(stesso ragionamento per Y)

se c(X,Y) non se c(X,Y) non èè completamente risoltocompletamente risolto

allora mettilo in Lsallora mettilo in Ls
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Vincolo Completamente RisoltoVincolo Completamente Risolto
•• Un vincolo è Un vincolo è completamente risolto completamente risolto (o (o entailedentailed dai dai 

domini) se per ogni possibile assegnamento esso domini) se per ogni possibile assegnamento esso 
è veroè vero

•• EsEs

X:: 0..5, Y::10..20, X#<YX:: 0..5, Y::10..20, X#<Y

•• Sicuramente se tutte le variabili che coinvolge Sicuramente se tutte le variabili che coinvolge 
sono istanziate, il vincolo è risolto (oppure è falso)sono istanziate, il vincolo è risolto (oppure è falso)

DomandaDomanda: è la stessa cosa dell’Arc: è la stessa cosa dell’Arc--Consistency?Consistency?

DomandaDomanda: e se solo una delle 2 variabili è istanziata, posso dire che è: e se solo una delle 2 variabili è istanziata, posso dire che è
risolto?risolto?
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ComplessitComplessitàà
•• A volte l’ArcA volte l’Arc--Consistency è troppo costosaConsistency è troppo costosa

•• Quando risveglio un vincolo c(X,Y), per ogni valore in Quando risveglio un vincolo c(X,Y), per ogni valore in 
dom(X) cerco un valore consistente in dom(Y)dom(X) cerco un valore consistente in dom(Y)

intuitivamente, circa intuitivamente, circa dd2 2 confronticonfronti

ogni volta che risveglioogni volta che risveglio (se d è la cardinalit(se d è la cardinalitàà dei dei 
domini)!domini)!

•• Mi accorgo di un fallimento quando un dominio è Mi accorgo di un fallimento quando un dominio è 
vuoto.vuoto.

•• Potrei fermarmi quando ho trovato Potrei fermarmi quando ho trovato unun valore valore 
consistenteconsistente

•• Ragionare per Ragionare per intervalliintervalli, invece di verificare tutti gli , invece di verificare tutti gli 
elementi del dominioelementi del dominio
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Bound ConsistencyBound Consistency
•• Un vincolo c(X,Y) Un vincolo c(X,Y) èè bound consistentebound consistente se se 

∀∀dd ∈∈{{minmin((XX),),maxmax((XX)} )} ∃∃gg ∈∈domdom((YY) ) t.c.t.c. cc((dd,,gg) ) èè vero vero 
(soddisfatto) e viceversa(soddisfatto) e viceversa

�� Comodo per vincoli come <, >, …Comodo per vincoli come <, >, …

�� Non ho bisogno di tenere una lista di elementi del Non ho bisogno di tenere una lista di elementi del 
dominio, ma bastano gli estremidominio, ma bastano gli estremi

�� Risveglio un vincolo c(X,Y) solo se elimino gli Risveglio un vincolo c(X,Y) solo se elimino gli 
estremi del dom di X o Yestremi del dom di X o Y

�� Faccio meno pruningFaccio meno pruning
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BIBLIOGRAFIABIBLIOGRAFIA
•• NODE CONSISTENCY: NODE CONSISTENCY: banalebanale

•• ARC CONSISTENCYARC CONSISTENCY
–– AlgoritmiAlgoritmi propostiproposti

–– AC1 AC1 -- AC2 AC2 -- AC3   AC3   [Mackworth AIJ (8), 77]  [Montanari Inf.Sci (7), 74] ,                ,                
AC4  AC4  [Mohr, Henderson AIJ(28), 86], AC5AC5 [Van Hentenryck, Deville and Teng AIJ(58), 
92],  AC6 AC6 [[Bessiere AIJ(65), 94], AC7 AC7 [Bessiere, Freuder, Regin AIJ(107), 99]
– Varianti: DACVarianti: DAC [Detcher,Pearl IJCAI85], LACLAC [Schiex,Régin,Gaspin,Verfaillie
AAAI96] MACMAC [Bessiere, Freuder, Regin, IJCAI95]
–– Bound Consistency Bound Consistency [[Van Hentenryck, Saraswat, Deville TR Brown, CS-93-02, 93]
–– ComplessitaComplessita’:’: [Mackworth, Freuder AIJ(25), 85], [Mohr, Henderson AIJ(28), 86], 
[Detcher,Pearl AIJ (34), 88] [Han, Lee AIJ(36), 88], [Cooper AIJ  (41), 89]

•• PATH CONSISTENCYPATH CONSISTENCY
–– PC1 PC1 -- PC2  PC2  [Mackworth AIJ (8), 77]
– PC3PC3 [Mohr, Henderson AIJ(28), 86]
–– PC4PC4 [Han, Lee AIJ(36), 88]
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INCOMPLETENESS of CONSISTENCY INCOMPLETENESS of CONSISTENCY 
ALGORITHMSALGORITHMS

•• NODE, ARC CONSISTENCY in generale non sono completi NODE, ARC CONSISTENCY in generale non sono completi 
•• sono complete per particolari problemi che hanno strutture partisono complete per particolari problemi che hanno strutture particolaricolari
 [Freuder JACM (29), 82], [Freuder JACM (32), 85]

•• Algoritmo completo: NAlgoritmo completo: N--CONSISTENCY per problemi di N variabili. CONSISTENCY per problemi di N variabili. 
  Complessità esponenzialeComplessità esponenziale

 [Freuder CACM (21), 78], [Cooper AIJ (41), 89]

•• Esempio:Esempio:

V1V1 V2V2
[1,2][1,2] [1,2][1,2]≠≠

V3V3
≠≠≠≠

[1,2][1,2]

Rete Node + Rete Node + ArcArc consistentconsistent
Non ammette soluzioni ammissibiliNon ammette soluzioni ammissibili
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•• La propagazione non è in generale completa. Dopo la propagazioneLa propagazione non è in generale completa. Dopo la propagazione::
–– Trovo una soluzioneTrovo una soluzione stopstop

–– FallimentoFallimento backtrackingbacktracking

–– I domini contengono alcuni valoriI domini contengono alcuni valori SEARCHSEARCH

•• Ricerca: ideaRicerca: idea
–– Divide il problema in sottoDivide il problema in sotto--problemi (BRANCHING) e risolve ciascuno di problemi (BRANCHING) e risolve ciascuno di 

essi indipendentementeessi indipendentemente

–– I sottoproblemi devono essere una partizione del problema originI sottoproblemi devono essere una partizione del problema originaleale

•• Scopo: mantenere lo spazio di ricerca il più piccolo possibile Scopo: mantenere lo spazio di ricerca il più piccolo possibile 
–– per convenzione, i rami di sinistra vengono esplorati per primi.per convenzione, i rami di sinistra vengono esplorati per primi.

RICERCA RICERCA 
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RICERCA RICERCA 

P

PnP4…..P3P2P1

Strategia di Branching
GUESS

•• Strategie di Strategie di BranchingBranching definiscono il modo di partizionare il definiscono il modo di partizionare il 
problema P in sottoproblemi più facili P1, P2, …, problema P in sottoproblemi più facili P1, P2, …, PnPn. . 

•• Per ogni sotto problema si applica di nuovo la propagazione. Per ogni sotto problema si applica di nuovo la propagazione. 
Possono essere rimossi nuovi rami grazie alle nuove informazioniPossono essere rimossi nuovi rami grazie alle nuove informazioni
derivate dal derivate dal branchingbranching
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RICERCA RICERCA 

•• In Programmazione logica a vincoli la tecnica più In Programmazione logica a vincoli la tecnica più 
popolare di popolare di branchingbranching è detta è detta labelinglabeling

•• LABELING:LABELING:

•• Seleziona una VARIABILESeleziona una VARIABILE

•• Seleziona un VALORE nel suo dominio Seleziona un VALORE nel suo dominio 

•• Assegna il VALORE alla VARIABILEAssegna il VALORE alla VARIABILE

•• L’ordine in cui le variabili e i valori vengono scelti (la L’ordine in cui le variabili e i valori vengono scelti (la 
search search strategystrategy) non influenza la completezza ) non influenza la completezza 
dell’algoritmo ma ne influenza pesantemente dell’algoritmo ma ne influenza pesantemente 
l’efficienza.l’efficienza.

•• Attività di ricerca volta a trovare buone strategie.Attività di ricerca volta a trovare buone strategie.
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Labeling in ECLiPSeLabeling in ECLiPSe

indomain(Xindomain(X))

•• assegna alla variabile X un valore nel dominio; assegna alla variabile X un valore nel dominio; 
in in backtrackingbacktracking ne seleziona un altrone seleziona un altro

•• utile per definire predicati di utile per definire predicati di labelinglabeling

labeling([]).labeling([]).

labeling([H|Tlabeling([H|T]):]):--

indomain(Hindomain(H),),

labeling(Tlabeling(T).).
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ESEMPIO COMPLETOESEMPIO COMPLETO

map_colouringmap_colouring ([V1,V2,V3,V4,V5]):([V1,V2,V3,V4,V5]): --

V1::[V1::[ redred ,green,yellow,blue], ,green,yellow,blue], 

V2::[V2::[ redred ,green,yellow,blue], ,green,yellow,blue], 

V3::[V3::[ redred ,green,yellow,blue], ,green,yellow,blue], 

V4::[V4::[ redred ,green,yellow,blue],,green,yellow,blue],

V5::[V5::[ redred ,green,yellow,blue],,green,yellow,blue],

V1V1##\\ =V2, =V2, V1V1##\\ =V3, =V3, V1V1##\\ =V4, =V4, V1V1##\\ =V5, =V5, V2V2##\\ =V3, =V3, 

V2V2##\\ =V4, =V4, V2V2##\\ =V5, =V5, V3V3##\\ =V4, =V4, V4V4##\\ =V5,=V5,

labelinglabeling ([V1,V2,V3,V4,V5]).([V1,V2,V3,V4,V5]).

•• SeparazioneSeparazione frafra
–– ModelloModello del del problemaproblema

–– strategiastrategia per per risolverlorisolverlo

Variabili  & domini

vincoli

ricerca
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SPAZIO DI RICERCASPAZIO DI RICERCA

P

V1::[red,green,yellow,blue,pink], 
V2::[red,green,yellow,blue,pink], 
V3::[red,green,yellow,blue,pink], 
V4::[red,green,yellow,blue,pink],
V5::[red,green,yellow,blue,pink],

V1=red
V2::[green,yellow,blue,pink], 
V3::[green,yellow,blue,pink], 
V4::[green,yellow,blue,pink],
V5::[green,yellow,blue,pink],

V2=green

V3::[yellow,blue,pink], 
V4::[yellow,blue,pink],
V5::[yellow,blue,pink],

V3=yellow

V4::[blue,pink],
V5::[yellow,blue,pink],

V4=blue

V5::[yellow,pink],

V5=yellow V5=pink

V4=pink

V5::[yellow,blue],

………………

………………

………………
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STRATEGIE DI RICERCA: CRITERI GENERALISTRATEGIE DI RICERCA: CRITERI GENERALI

•• Scelta della Variabile: prima Scelta della Variabile: prima istanzioistanzio le variabili più difficilile variabili più difficili

•• FIRST FAILFIRST FAIL: seleziono prima la variabile con dominio più piccolo: seleziono prima la variabile con dominio più piccolo

•• MOST CONSTRAINEDMOST CONSTRAINED: seleziono prima la variabile coinvolta nel : seleziono prima la variabile coinvolta nel 
maggior numero di vincoli maggior numero di vincoli 

•• APPROCCI IBRIDI: combinazioni dei dueAPPROCCI IBRIDI: combinazioni dei due

•• Scelta del valore: valori più promettenti prima Scelta del valore: valori più promettenti prima 

•• LEAST CONSTRAINING PRINCIPLELEAST CONSTRAINING PRINCIPLE. . 

•• Sono poi state definite numerose strategie dipendenti dal Sono poi state definite numerose strategie dipendenti dal 
problema.problema.
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First FailFirst Fail
•• A::[1..10], B::[1..2],A::[1..10], B::[1..2], ((vincolivincoli …), …), 

labeling([A,Blabeling([A,B ]).]).

��…… labeling([B,Alabeling([B,A ]).]).
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First Fail in ECLiPSeFirst Fail in ECLiPSe
deleteffdeleteff(X,List,Resto)(X,List,Resto)

•• Data una lista, fornisce la variabile col dominio più Data una lista, fornisce la variabile col dominio più 
piccolo (ed il resto della lista)piccolo (ed il resto della lista)

labelingff([]).labelingff([]).

labelingff(List):labelingff(List):-- deleteff(X,List,Restodeleteff(X,List,Resto),),

indomain(Xindomain(X),),

labelingff(Restolabelingff(Resto).).
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Most ConstrainedMost Constrained

deleteffcdeleteffc(X,List,Resto)(X,List,Resto)

•• Data una lista, fornisce la Data una lista, fornisce la 
variabile col dominio più piccolo variabile col dominio più piccolo 
(ed il resto della lista)(ed il resto della lista)

•• A parità di dominio, sceglie A parità di dominio, sceglie 
quella soggetta a più vincoli quella soggetta a più vincoli 

A B

C D E

8282

COME SCEGLIERE UNA STRATEGIACOME SCEGLIERE UNA STRATEGIA

•• Non esistono regole definite per scegliere la migliore strategiaNon esistono regole definite per scegliere la migliore strategia di di 
ricerca. Dipende dal problema che dobbiamo risolvere e ricerca. Dipende dal problema che dobbiamo risolvere e 
tipicamente la scelta viene effettuata dopo prove computazionalitipicamente la scelta viene effettuata dopo prove computazionali
con diverse strategie con diverse strategie 

•• CRITERIO: una strategia è più efficiente se rimuove prima rami CRITERIO: una strategia è più efficiente se rimuove prima rami 
dello spazio delle soluzioni.dello spazio delle soluzioni.

•• PARAMETRI da considerarePARAMETRI da considerare

•• tempo computazionetempo computazione

•• numero di fallimenti.numero di fallimenti.
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EserciziEsercizi
•• Si scriva un predicato CLP(FD) che impone che Si scriva un predicato CLP(FD) che impone che 

una lista di variabili FD, date in ingresso, sia una lista di variabili FD, date in ingresso, sia 
ordinata in senso decrescente stretto.ordinata in senso decrescente stretto.

•• Esempio:Esempio:

??-- [A,B,C]::0..10,  ordina([A,B,C,D]).[A,B,C]::0..10,  ordina([A,B,C,D]).
yesyes, A:: 2..10, A:: 2..10
B:: 1..9B:: 1..9
C:: 0..8C:: 0..8

•• Si scriva un predicato CLP(FD) che impone che i Si scriva un predicato CLP(FD) che impone che i 
valori di una lista di variabili FD siano tutti diversi valori di una lista di variabili FD siano tutti diversi 
fra lorofra loro

8484

VINCOLI NVINCOLI N--ariari
•• Per vincoli NPer vincoli N--ari, non c’è più l’interpretazione come ari, non c’è più l’interpretazione come 

grafo. Es: X+Y=Z ?grafo. Es: X+Y=Z ?

•• Generalized Arc Consistency (GAC) Generalized Arc Consistency (GAC) (o(o Hyper ArcHyper Arc--
ConsistencyConsistency): Un vincolo c(X): Un vincolo c(X11,X,X22,,……,X,Xnn) ) èè arc arc 
consistente in senso generalizzato consistente in senso generalizzato se se 

•• presa una variabile Xpresa una variabile Xii (i=(i=11..n)..n)
•• per ogni assegnamento delle rimanenti nper ogni assegnamento delle rimanenti n--11

variabili variabili 
XX11→→vv11,,……,X,Xii--11 →→vvii--11,X,Xii+1+1 →→vvii+1+1, , ……,X,Xnn →→vvnn

∃∃gg ∈∈domdom((XXii) ) t.c.t.c. cc((vv11,,……,v,vii--11,g,v,g,vii+1+1,v,vnn) ) èè vero vero 
(soddisfatto).(soddisfatto).

DomandaDomanda: Sapete definire Generalized Bound Consistency?: Sapete definire Generalized Bound Consistency?
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VincoliVincoli NN--ariari : : espressioniespressioni
•• Si possono definire vincoli comeSi possono definire vincoli come

somma(A,B,C)somma(A,B,C)

vero se A+B=C, con propagazione GAC.vero se A+B=C, con propagazione GAC.

•• Questi vincoli sono già definiti, con zucchero Questi vincoli sono già definiti, con zucchero 
sintattico. Possiamo usare direttamente:sintattico. Possiamo usare direttamente:

A+B #= CA+B #= C

A#< B*C+D,A#< B*C+D,

……
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• Finora abbiamo visto propagazioni generaliFinora abbiamo visto propagazioni generali

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici::
–– Ogni vincolo ha associato un algoritmo di Ogni vincolo ha associato un algoritmo di PROPAGAZIONE PROPAGAZIONE o di o di 

  FILTERINGFILTERING
•• Algoritmo di Algoritmo di filteringfiltering implementa tecniche complesse di propagazione implementa tecniche complesse di propagazione 

che derivano da studi effettuati nell’Intelligenza Artificiale eche derivano da studi effettuati nell’Intelligenza Artificiale e Ricerca Ricerca 
OperativaOperativa

–– La propagazione termina quando la rete raggiunge uno stato di La propagazione termina quando la rete raggiunge uno stato di 
quiescenzaquiescenza non si possono più cancellare valorinon si possono più cancellare valori

–– Propagazione incrementalePropagazione incrementale
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici: : esempioesempio 11
•• alldifferent([Xalldifferent([X 11,...,... XXnn])])

  vero se tutte le variabili assumono valori diversivero se tutte le variabili assumono valori diversi

  Equivalente da un punto di vista dichiarativo all’insieme di vinEquivalente da un punto di vista dichiarativo all’insieme di vincoli binaricoli binari

  alldifferent([Xalldifferent([X 11,...,... XXnn]) ]) ↔↔↔↔↔↔↔↔ XX1 1 ≠≠≠≠≠≠≠≠ XX22, , XX1 1 ≠≠≠≠≠≠≠≠ XX33,, ……, , XXnn-- 1 1 ≠≠≠≠≠≠≠≠ XXnn

  OperazionalmenteOperazionalmente permettepermette unauna propagazionepropagazione piùpiù forte.forte.

X1::[1,2,3],X2::[1,2,3],X3::[1,2,3],X4::[1,2,3,4]X1::[1,2,3],X2::[1,2,3],X3::[1,2,3],X4::[1,2,3,4]

•• Arc consistency:Arc consistency:

••non non rimuoverimuove alcunalcun valorevalore !!!!

••AlgoritmoAlgoritmo didi filtering filtering [Regin AAAI94] : : rimuoverimuove dada X4 X4 i i valorivalori 1,2,31,2,3
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici: : esempioesempio 11
liblib (( fd_globalfd_global ).).

X1::[1,2,3],X2::[1,2,3],X3::[1,2,3],X4::[1,2,3,4],X1::[1,2,3],X2::[1,2,3],X3::[1,2,3],X4::[1,2,3,4],

alldifferentalldifferent ([X1,X2,X3,X4]).([X1,X2,X3,X4]).

X1

X2

X3

X4

1

2

3

4

Insieme di variabili di cardinalità 3 
che hanno medesimo dominio di 
cardinalità 3

X4::[1,2,3,4]
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•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici: : L’L’alldifferentalldifferent si usa in tantissime si usa in tantissime 
applicazioniapplicazioni

•• Esempio: Partial Latin SquareEsempio: Partial Latin Square

ALLALL --DIFFERENTDIFFERENT

Colorare ogni riga e colonna 
con 10 colori in modo che su ogni
riga e colonna ci siano tutti colori
diversi

FACILE SE LA GRIGLIA E’ VUOTA ma 

non se PARZIALMENTE PIENA 

35%-45% PERCENTUALE CRITICA
9090

• Problema la cui struttura si trova in molte applicazioni
(scheduling e timetabling, routing in fibre ottiche, ecc…)

•• Modello del problema: Modello del problema: alcune variabili già assegnate, altre alcune variabili già assegnate, altre 
hanno come dominio tutti i colorihanno come dominio tutti i colori

ALLALL --DIFFERENT NEL PARTIAL LATIN DIFFERENT NEL PARTIAL LATIN 
SQUARESQUARE

per ogni riga i=1..n
alldifferent([X i1 ,X i2 ,….X in ])
per ogni colonna j=1..n
alldifferent([X 1j ,X 2j ,….X nj ])

SI VEDA 
http://www.cs.cornell.edu/gomes

32%32% preassignment
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Nota sintatticaNota sintattica
•• In In ECLiPSeECLiPSe il vincolo il vincolo alldifferentalldifferent è definito in due è definito in due 

librerie, con implementazione diversalibrerie, con implementazione diversa

•• fd:alldifferent fd:alldifferent impone nimpone n((nn--1)/21)/2 vincoli vincoli ##\\ ==

•• fd_global:alldifferentfd_global:alldifferent è il vincolo globale (in è il vincolo globale (in 
ECLiPSeECLiPSe fa fa boundbound consistencyconsistency))

•• Per distinguere due predicati con lo stesso nome Per distinguere due predicati con lo stesso nome 
definiti in librerie diverse (se ho caricato entrambe definiti in librerie diverse (se ho caricato entrambe 
le librerie), uso la notazionele librerie), uso la notazione

libreria:libreria: nome_predicatonome_predicato
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GLOBAL CARDINALITY CONSTRAINTGLOBAL CARDINALITY CONSTRAINT

•• gcc(Var,Val,LB,UBgcc(Var,Val,LB,UB )) [[ReginRegin AAAI96]AAAI96] VarVar sono variabili, sono variabili, ValVal

valori valori LBLB e e UBUB sono il minimo e massimo numero di sono il minimo e massimo numero di 
occorrenze per ogni valore in occorrenze per ogni valore in ValVal assegnato a assegnato a VarVar

•• Esempio:Esempio:

peter

paul

mary

john

bob

mike

julia

M(1,2)

D(1,2)

N(1,1)

B(0,2)

O(0,2)

peter

paul

mary

john

bob

mike

julia

M(1,2)

D(1,2)

N(1,1)

B(0,2)

O(0,2)

AssegnatiAssegnati insiemeinsieme a 4 a 4 personepersone
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GLOBAL CARDINALITY CONSTRAINTGLOBAL CARDINALITY CONSTRAINT

•• La nozione di consistenza si basa su un algoritmo di La nozione di consistenza si basa su un algoritmo di 
network maximum flownetwork maximum flow sulla value network N(C)sulla value network N(C)

•• gccgcc susu k k variabilivariabili e’ e’ consistenteconsistente

•• c’ec’e ’ un max flow ’ un max flow dada s a t di s a t di valorevalore kk

peter

paul

mary

john

bob

mike

julia

M(1,2)

D(1,2)

N(1,1)

B(0,2)

O(0,2)

t s

(1,2)
(1,2)

(1,1)

(0,2)

(0,2)

(0,1)

(0,7)

(0,1)
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici: : esempioesempio
•• elementelement (N,[X(N,[X 11,..,.. .X.X mm],], ValueValue ))

  l’ennesimo elemento della lista è uguale a Value l’ennesimo elemento della lista è uguale a Value 

•• propagazione da propagazione da NN a a ValueValue ::

•• N=iN=i →→→→→→→→ XXii = Value= Value

•• propagazione da propagazione da ValueValue a a NN e e XXii ::

•• ValueValue = x= x →→→→→→→→ N=1 and XN=1 and X 11=x or=x or

  N=2 and XN=2 and X 22=x or....=x or....

  N=m and N=m and XXmm=x=x
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici:  :  vincoli disgiuntivivincoli disgiuntivi
–– Supponiamo di avere due lezioni che devono essere tenute dallo Supponiamo di avere due lezioni che devono essere tenute dallo 

stesso docente. Abbiamo gli istanti di inizio delle lezioni: stesso docente. Abbiamo gli istanti di inizio delle lezioni: L1StartL1Start

e e L2StartL2Start e la loro durata e la loro durata Duration1Duration1 e e Duration2Duration2 . . 

–– Le due lezioni non possono sovrapporsi:Le due lezioni non possono sovrapporsi:
  L1Start + Duration1 L1Start + Duration1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ L2Start L2Start 

  OR OR 

  L2Start + Duration2 L2Start + Duration2 ≤≤≤≤≤≤≤≤ L1StartL1Start

–– Due problemi Due problemi INDEPENDENTIINDEPENDENTI uno per ogni parte della uno per ogni parte della 
disgiunzione. disgiunzione. 
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI
•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici:  vincoli disgiuntivi:  vincoli disgiuntivi

–– Due problemi Due problemi INDIPENDENTIINDIPENDENTI, uno per ogni parte della disgiunzione: , uno per ogni parte della disgiunzione: 
una scelta non ha effetto sull’altrauna scelta non ha effetto sull’altra Trashing Trashing 

–– Numero esponenziale di problemi: Numero esponenziale di problemi: 
•• N disgiunzioni N disgiunzioni 22NN ProblemiProblemi

•• Fonte primaria di complessità in problemi realiFonte primaria di complessità in problemi reali

–– Soluzioni proposte: Soluzioni proposte: 
•• disgiunzione costruttiva disgiunzione costruttiva 

•• operatore di cardinalitàoperatore di cardinalità

•• metameta--constraintconstraint
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DISGIUNZIONE COSTRUTTIVADISGIUNZIONE COSTRUTTIVA
• P. Van Hentenryck, V. Saraswat, Y. Deville,
 Design, Implementation and Evaluation of the Constrai nt Language cc(FD),
 Tech. Rep. Brown University, CS-93-02, 1993.

•• Sfrutta la disgiunzione per ridurre lo spazio di ricercaSfrutta la disgiunzione per ridurre lo spazio di ricerca

•• Idea: aggiungere al constraint Idea: aggiungere al constraint storestore vincoli che sono implicati da tutte le vincoli che sono implicati da tutte le 
parti della disgiunzioneparti della disgiunzione

•• Esempio: Esempio: X::[5..10], Y::[7..11], Z::[1..20], (Z=X OR Z=Y)X::[5..10], Y::[7..11], Z::[1..20], (Z=X OR Z=Y)

–– Z=X Z=X ridurrebbe il dominio di ridurrebbe il dominio di Z Z aa[5..10][5..10]

–– Z=Y Z=Y ridurrebbe il dominio di ridurrebbe il dominio di Z Z aa [7..11][7..11]

–– risultato della disgiunzione costruttiva:risultato della disgiunzione costruttiva: Z::[5..11]Z::[5..11]

•• In In ECLiPSeECLiPSe non c’è, ma può essere implementato non c’è, ma può essere implementato 
semplicemente (V. semplicemente (V. PropiaPropia )) 9898

OPERATORE DI CARDINALITA’OPERATORE DI CARDINALITA’

•• Symbolic ConstraintSymbolic Constraint: : operatore di cardinalitàoperatore di cardinalità

–– #(l,[c#(l,[c 11,…,,…, cc nn],u)],u) ⇔⇔ il numero il numero kk di vincoli di vincoli cc i i ((11≤≤≤≤≤≤≤≤ii ≤≤≤≤≤≤≤≤nn))
  soddisfatti non è soddisfatti non è minore di minore di ll e non     e non     

maggiore di maggiore di uu

–– Con l’operatore di cardinalità modello i vincoli disgiuntivi nelCon l’operatore di cardinalità modello i vincoli disgiuntivi nel
modo seguentemodo seguente

  #(1,[L1Start+Duration1 #(1,[L1Start+Duration1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ L2Start, L2Start+Duration2 L2Start, L2Start+Duration2 ≤≤≤≤≤≤≤≤
L1Start],1)L1Start],1)
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METAMETA--CONSTRAINTSCONSTRAINTS

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici: : metameta--constraintsconstraints o Vincoli o Vincoli ReificatiReificati

•• A ogni vincolo (matematico, del tipo #>, #<, #<=, #A ogni vincolo (matematico, del tipo #>, #<, #<=, #\\=, …) =, …) 
viene associata una variabile viene associata una variabile booleanabooleana BB. . 

–– Se Se B=1B=1 il vincolo è verificato e viceversa, il vincolo è verificato e viceversa, 

–– se se B=0B=0 il vincolo non è verificato e viceversa. il vincolo non è verificato e viceversa. 

c c ⇔⇔ BB

•• Con i Con i metameta--constraintsconstraints posso modellare la disgiunzione posso modellare la disgiunzione 
nel modo seguente:nel modo seguente:

  B1 ::[0,1], B2::[0,1],B1 ::[0,1], B2::[0,1],
  L1Start+Duration1 #<=L1Start+Duration1 #<= L2Start #<=> B1, L2Start #<=> B1, 
  L2Start+Duration2 #<= L1Start #<=> B2, L2Start+Duration2 #<= L1Start #<=> B2, 
  B1 + B2 #= 1.B1 + B2 #= 1.
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• Vincoli SimboliciVincoli Simbolici: esempio 3: esempio 3
–– cumulative([Scumulative([S 11,..,.. .S.S nn], [D], [D 11,..,.. .D.D nn], [R], [R 11,...R,...R nn], L)], L)

•• SS11,..,.. .S.S nn sono istanti di inizio di attività (variabili con dominio)sono istanti di inizio di attività (variabili con dominio)

•• DD11,...D,...D nn sono durate (variabili con dominio)sono durate (variabili con dominio)

•• RR11,...R,...R nn sono richieste di risorse (variabili con dominio)sono richieste di risorse (variabili con dominio)

•• LL limite di capacita’ delle risorse (fisso o variabile nel tempo)limite di capacita’ delle risorse (fisso o variabile nel tempo)

•• Dato l’intervallo [Dato l’intervallo [minmin,max] dove ,max] dove minmin = = minminii {{Si }, max = max{}, max = max{SSii +D+Dii } } -- 1, il 1, il 
vincolo cumulative assicura che vincolo cumulative assicura che 

L}Rmax{
|

≤∑
+≤≤ D jSjiSjj

i
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• VincoliVincoli SimboliciSimbolici: : esempioesempio 33
liblib (( edge_finderedge_finder ) o ) o liblib (edge_finder3).(edge_finder3).

cumulative([1,2,4],[4,2,3],[1,2,2],3)cumulative([1,2,4],[4,2,3],[1,2,2],3)

resources

time

L

1

2 3

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• VincoliVincoli SimboliciSimbolici: : esempioesempio 33
–– un esempio di propagazione usato nei vincoli sulle risorse è queun esempio di propagazione usato nei vincoli sulle risorse è quello llo 

basato sulle basato sulle parti obbligatorieparti obbligatorie

8

8

S min

S max

Compulsory part
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• VincoliVincoli SimboliciSimbolici: : esempioesempio 33
–– un’altra propagazione usata nel vincolo di capacità è quella basun’altra propagazione usata nel vincolo di capacità è quella basata ata 

sull’ sull’ edgeedge findingfinding [Baptiste, Le Pape, Nuijten, IJCAI95]

Consideriamo una risorsa unaria e tre attività

1

0 17

11

6

4

1
3

12

S1

S2

S3
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PROPAGAZIONE DI VINCOLIPROPAGAZIONE DI VINCOLI

•• VincoliVincoli SimboliciSimbolici: : esempioesempio 33

S1

S2

S3

Possiamo dedurre che minimo istante di inizio per S1 e’ 8.

Considerazione basata sul fatto che S1 deve essere eseguito dopo S2 e S3.

Ragionamento globaleRagionamento globale : supponiamo che S2 o S3 siano eseguiti dopo S1. 
Allora l’istante di fine di S2 e S3 e’ almeno 13 (elemento non contenuto nel 

dominio di S2 e S3).

1

8 17

11

6

4

1
3

12
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Teorema: [Teorema: [CarlierCarlier, , PinsonPinson, , Man.Sci.95Man.Sci.95]]
Sia o un’attività e S un 
insieme di attività che 
utilizzano la stessa risorsa 
unaria (o non contenuta in 
S). Il minimo istante di inizio 
è i, la somma delle durate è 
D e il massimo istante di 
terminazione è C. Se 

i(S+{o}) + D(S+{o}) > C(S)

Allora non è possibile che o
preceda alcuna operazione 
in S. Questo implica che il 
minimo istante iniziale per o
può essere fissato a 

max {i(S’) + D(S’)}.
(S’ ⊆ S)

S

o

i(S+{o}) C(S)

D(S+{o})
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VINCOLI: CONSIDERAZIONI GENERALIVINCOLI: CONSIDERAZIONI GENERALI

•• Vincoli simbolici disponibili nella maggior parte dei linguaggi Vincoli simbolici disponibili nella maggior parte dei linguaggi a vincolia vincoli

•• Ragionamento locale vs. globale         propagazione potenteRagionamento locale vs. globale         propagazione potente

•• Ragionamento locale vs. globaleRagionamento locale vs. globale costo computazionalecosto computazionale

•• Generalizzazione di vincoli che appaiono frequentemente in Generalizzazione di vincoli che appaiono frequentemente in 
applicazioni realiapplicazioni reali

•• Codice conciso e semplice da capire e scrivere Codice conciso e semplice da capire e scrivere 

•• Vincoli simbolici rappresentano sottoproblemi indipendenti Vincoli simbolici rappresentano sottoproblemi indipendenti 
(rilassamenti del problema originale)(rilassamenti del problema originale)

Tradeoff
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•• I vincoli interagiscono attraverso variabili condivise nel I vincoli interagiscono attraverso variabili condivise nel constraintconstraint storestore

•• La propagazione di un vincolo attivata quando sulla variabile X La propagazione di un vincolo attivata quando sulla variabile X 
coinvolta nel vincolo si scatena un coinvolta nel vincolo si scatena un eventoevento

–– cambiamento nel dominio di Xcambiamento nel dominio di X

–– cambiamento degli estremi del dominio di Xcambiamento degli estremi del dominio di X

–– assegnamento della varabile X a un valoreassegnamento della varabile X a un valore

INTERAZIONE TRA VINCOLIINTERAZIONE TRA VINCOLI

Variables & Domains

X1::[1..100]
X2::[1,5,9]
X3::[-30..40]
...
Xn::[15,40..60]

alldiff([X1,..,Xk]) element(N,[X1,X5],6)

alldiff([X3,..,Xn])
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•• In generale ogni variabile è coinvolta in molti vincoli. Di consIn generale ogni variabile è coinvolta in molti vincoli. Di conseguenza, eguenza, 
ogni cambiamento nel dominio della variabile come risultato di uogni cambiamento nel dominio della variabile come risultato di una na 
propagazione può causare la rimozione di altri valori dai dominipropagazione può causare la rimozione di altri valori dai domini delle delle 
altre variabili.altre variabili.

•• Prospettiva ad agentiProspettiva ad agenti: durante il loro tempo di vita, i vincoli alternano il : durante il loro tempo di vita, i vincoli alternano il 
loro stato da sospesi e attivi (attivati da eventi)loro stato da sospesi e attivi (attivati da eventi)

•• Esempio: Esempio: 

INTERAZIONE TRA VINCOLIINTERAZIONE TRA VINCOLI

X::[1..5], 
Y::[1..5], 
Z::[1..5]

X = Y + 1

Y = Z + 1

X = Z - 1
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INTERAZIONE TRA VINCOLIINTERAZIONE TRA VINCOLI

X::[1..5], 
Y::[1..5], 
Z::[1..5]

X = Y + 1

Y = Z + 1

X = Z - 1

•• Prima Prima propagazionepropagazione didi X = Y + 1 X = Y + 1 portaporta a a 

X::[2..5] 
Y::[1..4] 
Z::[1..5]

X = Y + 1
sospeso
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INTERAZIONE TRA VINCOLIINTERAZIONE TRA VINCOLI

•• Seconda propagazione di Seconda propagazione di Y = Z + 1 Y = Z + 1 porta a porta a 

X::[2..5] 
Y::[2..4] 
Z::[1..3]

Y = Z + 1 
sospeso

•• Il dominio di Il dominio di YY e’ cambiato e’ cambiato X = Y + 1 X = Y + 1 viene attivatoviene attivato

X::[3..5] 
Y::[2..4] 
Z::[1..3]

X = Y + 1 
sospeso
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INTERAZIONE TRA VINCOLIINTERAZIONE TRA VINCOLI

•• Terza propagazione di  Terza propagazione di  Z = X Z = X -- 1 1 porta a porta a 

•• L’ordine nel quali i vincoli sono considerati (sospesi/risvegliaL’ordine nel quali i vincoli sono considerati (sospesi/risvegliati) non ti) non 
influenza il risultato MA può influenzare le prestazioni influenza il risultato MA può influenzare le prestazioni 
computazionalicomputazionali

FAILX::[] 
Y::[2..4] 
Z::[1..3]
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•• I vincoli simbolici possono essere visti come componenti softwarI vincoli simbolici possono essere visti come componenti software e 
utilizzabili in diverse situazioni. Ad esempio il vincolo cumulautilizzabili in diverse situazioni. Ad esempio il vincolo cumulative può tive può 
essere usato in vari modiessere usato in vari modi

–– Scheduling (1):Scheduling (1): Attività A1, A2, A3 condividono la stessa risorsa con Attività A1, A2, A3 condividono la stessa risorsa con 
capacità limitata. Durate sull’asse X e uso delle risorse su Ycapacità limitata. Durate sull’asse X e uso delle risorse su Y

VINCOLI COME COMPONENTI SOFTWAREVINCOLI COME COMPONENTI SOFTWARE

Time

Capacity

L

0

A1

A2
A3

duration
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•• AltroAltro esempioesempio didi usouso del del vincolovincolo cumulativocumulativo
–– Scheduling (2):Scheduling (2): NumeroNumero limitatolimitato didi risorserisorse per per giornogiorno = N. = N. RappresentoRappresento i i 

giornigiorni sull’assesull’asse X e X e ilil numeronumero didi risorserisorse usateusate susu Y Y 

  (Non (Non interessainteressa dove le dove le attivitaattivita’ ’ sonosono collocate collocate 

  temporalmentetemporalmente nell’arconell’arco delladella giornatagiornata))

VINCOLI COME COMPONENTI SOFTWAREVINCOLI COME COMPONENTI SOFTWARE

Time

Capacity

N

0

A1

A2

A3

1st day 2nd day
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•• Altro esempio di vincolo cumulativoAltro esempio di vincolo cumulativo
–– PackingPacking:: Data una scatola di dimensioni M x N, è necessario collocare Data una scatola di dimensioni M x N, è necessario collocare 

dei pezzi in modo che le dimensioni della scatola siano rispettadei pezzi in modo che le dimensioni della scatola siano rispettate.te.
  

X

Y

N

0

A1

A2

A3

M

VINCOLI COME COMPONENTI SOFTWAREVINCOLI COME COMPONENTI SOFTWARE
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Alcuni vincoli utiliAlcuni vincoli utili
VedereVedere ilil manualemanuale: : librerielibrerie fdfd e e fd_globalfd_global

•• atmost(+Natmost(+N, ?List, +V): , ?List, +V): At most N elements of the list At most N elements of the list ListList have the value have the value 
V.V.

•• element(?Indexelement(?Index, +List, ?Value): , +List, ?Value): Value is the Value is the Index'thIndex'th element of the element of the 
integer list integer list ListList..

•• alldifferent(+List,++Capacityalldifferent(+List,++Capacity): ): The list The list ListList contains at most Capacity contains at most Capacity 
elements of each valueelements of each value

•• lexico_le(+List1, +List2): lexico_le(+List1, +List2): List1 is lexicographically less or equal to List2List1 is lexicographically less or equal to List2

•• maxlist(+Listmaxlist(+List, ?Max): , ?Max): Max is the maximum of the values in ListMax is the maximum of the values in List

•• minlist(+Listminlist(+List, ?Min): , ?Min): Min is the minimum of the values in ListMin is the minimum of the values in List

•• occurrences(++Valueoccurrences(++Value, +List, ?N): , +List, ?N): The value The value ValueValue occurs in List N occurs in List N 
timestimes

•• sorted(?Listsorted(?List, ?Sorted): , ?Sorted): Sorted is a sorted permutation of ListSorted is a sorted permutation of List

•• sumlist(+Listsumlist(+List, ?Sum): , ?Sum): The sum of the list elements is SumThe sum of the list elements is Sum
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•• La propagazione in generale non è completa: alcuni valori La propagazione in generale non è completa: alcuni valori 
inconsistenti possono essere lasciati nei dominiinconsistenti possono essere lasciati nei domini

•• I vincoli ridondanti possono essere utili per ridurre lo spazio I vincoli ridondanti possono essere utili per ridurre lo spazio di ricerca di ricerca 
anche se introducono un anche se introducono un overheadoverhead ((tradetrade--offoff).).

•• Un vincolo ridondante C è un vincolo che è implicato da altri viUn vincolo ridondante C è un vincolo che è implicato da altri vincoli ncoli 
{C1…Ck}, ma il risolutore non identifica questa implicazione a c{C1…Ck}, ma il risolutore non identifica questa implicazione a causa ausa 
della sua incompletezzadella sua incompletezza

VINCOLI RIDONDANTIVINCOLI RIDONDANTI
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Vincoli logicamente ridondantiVincoli logicamente ridondanti

•• Nessuna propagazione (entrambi i vincoli già Nessuna propagazione (entrambi i vincoli già 
AC).AC).

•• Se aggiungo il vincolo (logicamente ridondante) Se aggiungo il vincolo (logicamente ridondante) 
Y#Y#<=5 ho propagazione<=5 ho propagazione

[X,Y]::0..10, [X,Y]::0..10, 

X

Y

(0,0) (10,0)

Y #<= 10Y #<= 10 -- XX

X#>=Y,X#>=Y,
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•• Esempio: Sequenza magicaEsempio: Sequenza magica

•• Dato un insieme di Dato un insieme di nn+1 variabili +1 variabili XX00,…,,…,XXnn. Ogni . Ogni XXii deve rispettare i deve rispettare i 
seguenti vincoli :seguenti vincoli :

•• 0 compare  0 compare  XX00 volte in soluzione volte in soluzione 

•• 1 compare 1 compare XX11 voltevolte

•• ……

•• nn appare appare XXnn volte.volte.

VINCOLI RIDONDANTIVINCOLI RIDONDANTI

4, 2, 1, 0, 1, 0, 0, 0

•• Vincolo Vincolo occurrencesoccurrences(V,L,N) ((V,L,N) (fd_globalfd_global) impone che V compaia N volte nella lista L) impone che V compaia N volte nella lista L

•• magic_sequencemagic_sequence ([([ XX00,…,,…, XXnn]):]): --

  XX00,…,,…, XXnn ::[0..n], ::[0..n], 

  occurrencesoccurrences (0,[X(0,[X 00,…,,…, XXnn], X], X 00), ), 

  occurrencesoccurrences (1,[X(1,[X 00,…,,…, XXnn], X], X 11),),

  ...,...,

  occurrencesoccurrences (n,[X(n,[X 00,…,,…, XXnn], ], XXnn),),

  ......
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•• Vincolo ridondante: si noti che la somma di tutte le variabili mVincolo ridondante: si noti che la somma di tutte le variabili moltiplicate oltiplicate 
per il loro valore è uguale al numero di celle nella sequenza. per il loro valore è uguale al numero di celle nella sequenza. 

•• Quindi, le variabili soddisfano il vincolo:Quindi, le variabili soddisfano il vincolo:

XX11+ 2*X+ 2*X 2 2 +…+ N*X+…+ N*Xn n = N + 1= N + 1

•• magic_sequence([magic_sequence([ XX00,…,X,…,X nn]):]): --

  XX00,…,X,…,X nn ::[0..n], ::[0..n], 

  occurrencesoccurrences (0,[X(0,[X 00,…,,…, XXnn], X], X 00), ), 

  occurrencesoccurrences (1,[X(1,[X 00,…,,…, XXnn], X], X 11),),

  ...,...,

  occurrencesoccurrences (n,[X(n,[X 00,…,,…, XXnn], ], XXnn),),

  XX11+ 2*X+ 2*X 2 2 +…+ +…+ N*XN*Xnn = N + 1,= N + 1,

  ......

VINCOLI RIDONDANTIVINCOLI RIDONDANTI

Con P4 2Ghz, N=23

•senza vincolo ridondante

•con vincolo ridondante

5.88s

0.55s

4, 2, 1, 0, 1, 0, 0, 0

120120

OTTIMIZZAZIONEOTTIMIZZAZIONE

•• In molte applicazioni non siamo interessati a soluzioni ammissibIn molte applicazioni non siamo interessati a soluzioni ammissibili, ili, 
ma alla soluzione ottima rispetto a un certo criterio. ma alla soluzione ottima rispetto a un certo criterio. 

•• ENUMERAZIONE  ENUMERAZIONE  inefficienteinefficiente

•• trova tutte le soluzioni ammissibili trova tutte le soluzioni ammissibili 

•• scegli la migliorescegli la migliore

•• I linguaggi di Programmazione a Vincoli in generale incapsulano I linguaggi di Programmazione a Vincoli in generale incapsulano 
una forma di una forma di BranchBranch and and BoundBound

•• ogni volta che viene trovata una soluzione di costo C*, viene imogni volta che viene trovata una soluzione di costo C*, viene imposto posto 
un vincolo sulla parte rimanente dello spazio di ricerca. Il vinun vincolo sulla parte rimanente dello spazio di ricerca. Il vincolo colo 
afferma che soluzioni successive (il cui costo è C) devono esserafferma che soluzioni successive (il cui costo è C) devono essere e 
migliori della migliore soluzione trovata finora.migliori della migliore soluzione trovata finora.

C < C*C < C*



121121

Ottimizzazione in ECLiPSeOttimizzazione in ECLiPSe

minimize(Goal,Cost) o min_max(Goal,Cost)minimize(Goal,Cost) o min_max(Goal,Cost)

•• invocano Goal; fra le varie soluzioni ne invocano Goal; fra le varie soluzioni ne 
forniscono una per cui Cost è minimoforniscono una per cui Cost è minimo

•• Usano algoritmi diversi, entrambi basati su Usano algoritmi diversi, entrambi basati su 
branch & boundbranch & bound
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Ottimizzazione: EsempioOttimizzazione: Esempio
•• Es:   Es:   [A,B]::0..5, A+B#<5,A*B#= [A,B]::0..5, A+B#<5,A*B#= --C, min_max(labeling([A,B]),C).C, min_max(labeling([A,B]),C).

1.1. Impone i vincoli e propaga:Impone i vincoli e propaga:
A{[0..4]}, B{[0..4]}, C{[A{[0..4]}, B{[0..4]}, C{[--16..0]}16..0]}

2.2. esegue labeling e trova una soluzione:esegue labeling e trova una soluzione:
A=0, B=0, C=0A=0, B=0, C=0

3.3. backtracking: torna alla situazione al passo 1backtracking: torna alla situazione al passo 1

4.4. impone nuovo vincolo impone nuovo vincolo C #< 0C #< 0 e propaga:e propaga:
A{[1..3]}, B{[1..3]}, C{[A{[1..3]}, B{[1..3]}, C{[--9 .. 9 .. --1]}1]}

5.5. esegue labeling e trova una soluzione:esegue labeling e trova una soluzione:
A=1, B=1, C=A=1, B=1, C=--11

6.6. backtracking: torna alla situazione al passo 1backtracking: torna alla situazione al passo 1

7.7. impone nuovo vincolo C #< impone nuovo vincolo C #< --1 e propaga:1 e propaga:
A{[1..3]}, B{[1..3]}, C{[A{[1..3]}, B{[1..3]}, C{[--9 .. 9 .. --2]}2]}

•• … etc.… etc.

•• Quando non trova più soluzioni, fornisce l’ultimo risultato otteQuando non trova più soluzioni, fornisce l’ultimo risultato ottenuto come nuto come 
soluzionesoluzione
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BRANCH  & BOUND BRANCH  & BOUND 
in  PROGRAMMAZIONE A VINCOLI in  PROGRAMMAZIONE A VINCOLI 

P

P2P1

Propagazione su
X1,…,Xn

Se dom(Z) 
è vuoto fallisci
altrimenti branch

P2’P1’

Calcola Zmin and Zmax
sulla base di X1,…,Xn

c(Xk) ¬ c(Xk)

Propagazione su
X1,…,Xn

Soluzione Z*

Z < Z*
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BRANCH AND BOUNDBRANCH AND BOUND

•• Si usa una variabile Z che rappresenta la funzione obiettivo e lSi usa una variabile Z che rappresenta la funzione obiettivo e la a 
si lega alle variabili decisionali, esempio somma di costisi lega alle variabili decisionali, esempio somma di costi

•• Se il legame tra Z e tali variabili e’ forte, la propagazione elSe il legame tra Z e tali variabili e’ forte, la propagazione elimina imina 
molti rami dall’albero, altrimenti, cercare una soluzione ottimamolti rami dall’albero, altrimenti, cercare una soluzione ottima è è 
molto difficilemolto difficile

•• Il vincolo aggiunto fa normalmente poca propagazione.Il vincolo aggiunto fa normalmente poca propagazione.

•• EsempiEsempi
–– Per lo Per lo schedulingscheduling funziona bene (funziona bene (minmin la lunghezza dello la lunghezza dello scheduleschedule))

–– Per le somme di costi meno benePer le somme di costi meno bene

–– Per la minimizzazione dei tempi di Per la minimizzazione dei tempi di setupsetup, non funziona affatto., non funziona affatto.
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BRANCH  & BOUND BRANCH  & BOUND 
in PROGRAMMAZIONE LINEARE INTERAin PROGRAMMAZIONE LINEARE INTERA

P

P2P1

ZUP
ZLP

X con valore 
frazionale f

X ≥  f X ≤  f 

Se ZLP ≥ ZUP fallisci
altrimenti branch

ZUP
Z’LP

Se Z’LP ≥ ZUP fallisci
altrimenti branch

X’ con valore 
frazionale f’

P2’P1’

X’ ≥  f’ X’≤  f’ 
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OTTIMIZZAZIONEOTTIMIZZAZIONE

•• La Ricerca Operativa ha una lunga tradizione nella soluzione di La Ricerca Operativa ha una lunga tradizione nella soluzione di 
problemi di ottimizzazioneproblemi di ottimizzazione

•• I metodi I metodi BranchBranch & & BoundBound si basano sulla soluzione ottima di un si basano sulla soluzione ottima di un 
rilassamento del problema che produce un BOUND, ossia una rilassamento del problema che produce un BOUND, ossia una 
valutazione ottimistica della funzione obiettivovalutazione ottimistica della funzione obiettivo

–– relaxation: same problem relaxation: same problem withwith some some constraintsconstraints relaxedrelaxed

•• Linea di ricerca particolarmente promettente: integrazione di Linea di ricerca particolarmente promettente: integrazione di 
tecniche di Ricerca Operativa nella programmazione a vincoli al tecniche di Ricerca Operativa nella programmazione a vincoli al 
fine di migliorarne l’efficienza nella risoluzione di problemi dfine di migliorarne l’efficienza nella risoluzione di problemi di i 
ottimizzazioneottimizzazione
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Altri algoritmi di SearchAltri algoritmi di Search
•• Esplorazione depthEsplorazione depth--11stst: in : in 

profondità lungo il ramo di profondità lungo il ramo di 
sinistra, poi torna indietro 1 sinistra, poi torna indietro 1 
passo, ecc.passo, ecc.

•• esplora le foglie di sinistra esplora le foglie di sinistra 
prima di quelle di destra.prima di quelle di destra.

•• Supponiamo che l’euristica Supponiamo che l’euristica 
sia molto buona: in tutto il sia molto buona: in tutto il 
percorso compie solo 1 percorso compie solo 1 
errore. errore. 

•• errore all’ultimo nodo => errore all’ultimo nodo => 
☺☺

•• errore al primo => errore al primo => ��

SoluzioneSoluzione
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LimitedLimitedDiscrepancyDiscrepancySearchSearch

•• Discrepanza=0Discrepanza=0
seguo seguo 
l’euristical’euristica

SoluzioneSoluzione
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LimitedLimitedDiscrepancyDiscrepancySearchSearch
•• Discrepanza=1Discrepanza=1: : 

Permetto che ci Permetto che ci 
sia un errore sia un errore 
nell’euristica.nell’euristica.

•• Prendo sempre il Prendo sempre il 
ramo di sinistra e ramo di sinistra e 
prendo solo una prendo solo una 
volta il ramo di volta il ramo di 
destradestra

SoluzioneSoluzione
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fd_searchfd_search
•• Libreria Libreria fd_searchfd_search::

search(L, search(L, ArgArg, , SelectSelect, , ChoiceChoice, , MethodMethod, , OptOpt))

•• LL: Lista di variabili. : Lista di variabili. 

•• ArgArg = = 00, , Opt=Opt=[] [] (per i nostri usi, V manuale per approfondimenti)(per i nostri usi, V manuale per approfondimenti)

•• SelectSelect: euristica di selezione della : euristica di selezione della variabilevariabile..
•• input_order, first_fail, smallest, largest, occurrence, most_coinput_order, first_fail, smallest, largest, occurrence, most_constrained, nstrained, 

max_regret, anti_first_fail max_regret, anti_first_fail 
•• ChoiceChoice: euristica di selezione del : euristica di selezione del valorevalore

•• indomain, indomain_min, indomain_max, indomain_middle, indomain, indomain_min, indomain_max, indomain_middle, 
indomain_median, indomain_split, indomain_random, indomain_interindomain_median, indomain_split, indomain_random, indomain_interval val 

•• MethodMethod: Algoritmo di search: Algoritmo di search
•• complete, bbs(Steps), lds(Disc), credit(complete, bbs(Steps), lds(Disc), credit(CreditCredit, , bbsbbs((StepsSteps) or ) or ldslds(Disc)), (Disc)), 

dbsdbs((LevelLevel, , bbsbbs((StepsSteps) or ) or ldslds(Disc)), (Disc)), sbdssbds
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LDS in ECLiPSeLDS in ECLiPSe
risolvi(L):risolvi(L): --

crea_dominicrea_domini (L),(L),

imponi_vincoliimponi_vincoli (L),(L),

search(L,0,most_constrained, indomain, lds(5),[]).search(L,0,most_constrained, indomain, lds(5),[]).

ottimizza(L):ottimizza(L): --

crea_domini(L),crea_domini(L),

imponi_vincoli(L),imponi_vincoli(L),

crea_obiettivo(L,F),crea_obiettivo(L,F),

minimize(minimize( search(L,0,search(L,0, most_constrainedmost_constrained , , indomainindomain , , 
ldslds (5),[]), F).(5),[]), F).

DomandaDomanda: è completo così? Come posso renderlo completo?: è completo così? Come posso renderlo completo?

132132

Problemi Problemi sovravincolatisovravincolati
•• Alcuni problemi nella vita reale non hanno Alcuni problemi nella vita reale non hanno 

soluzione: sono soluzione: sono sovravincolatisovravincolati

•• CLP in questo caso dà come risposta CLP in questo caso dà come risposta 
semplicemente ‘no’semplicemente ‘no’

•• Questo in applicazioni reali non è sufficienteQuesto in applicazioni reali non è sufficiente

•• Come gestire questo problema?Come gestire questo problema?
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Vincoli softVincoli soft
•• Uno dei metodi è quello di usare Uno dei metodi è quello di usare vincoli softvincoli soft (che (che 

possono essere rilassati)possono essere rilassati)
•• cerchiamo di massimizzare i vincoli soft che sono cerchiamo di massimizzare i vincoli soft che sono 

soddisfattisoddisfatti
•• I vincoli reificati possono essere usati come vincoli I vincoli reificati possono essere usati come vincoli 

soft: massimizzo il numero di vincoli soddisfattisoft: massimizzo il numero di vincoli soddisfatti

•• Es. Orario delle lezioni:Es. Orario delle lezioni:
•• cerco di soddisfare le richieste degli insegnanticerco di soddisfare le richieste degli insegnanti

MatMat #> 10, Fisica #< 14, …#> 10, Fisica #< 14, …
–– Con vincoli Soft:Con vincoli Soft:

Mat #> 10 #<=>B1, Fisica#< 14 #<=> B2,Mat #> 10 #<=>B1, Fisica#< 14 #<=> B2,
sumlistsumlist ([B1,B2,…],([B1,B2,…], SumSum),),
F #= F #= -- SumSum, , 
minimizeminimize (( labelinglabeling (…),F).(…),F).
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Ancora sui vincoli Ancora sui vincoli reificatireificati
•• I vincoli I vincoli reificatireificati possono servire per possono servire per 

collegare due o più vincoli:collegare due o più vincoli:

•• X#>Y #<=> B1, X#>Z #<=> B2, X+Y#>0X#>Y #<=> B1, X#>Z #<=> B2, X+Y#>0

–– Ci sono altri connettori Ci sono altri connettori ##\\ /, #//, #/ \\ , #=>, #=> , …, …

–– Si può scrivere anche Si può scrivere anche X#X#>Y #>Y # \\ / / X#X#>Z>Z

•• Poi posso rilassarli insieme:Poi posso rilassarli insieme:

•• Elettr#<10 #Elettr#<10 # \\ / Elettr#>12 #<=> B1, / Elettr#>12 #<=> B1, 
sumlistsumlist ([B1, …],Sum), F #= ([B1, …],Sum), F #= -- SumSum, , 
minimizeminimize (( labelinglabeling (…),(…), SumSum).).

135135

CONSTRAINT PROGRAMMING  TOOLSCONSTRAINT PROGRAMMING  TOOLS

–– CLP(R) CLP(R) [[JaffarJaffar et al. et al. TransTrans . . ProgrProgr . . LangLang and and SysSys . 92]. 92] ,,
–– Prolog III Prolog III [[ColmerauerColmerauer CACM(33) 90]CACM(33) 90] , , 

–– CHIP CHIP [Dincbas et al., JICSLP88],[Dincbas et al., JICSLP88],

–– CLP(PB) CLP(PB) [Bockmayer ICLP95][Bockmayer ICLP95] , , 

–– EclEcliipspse e [Wallace et al.97],[Wallace et al.97], ConjuntoConjunto [[GervetGervet , , ConstraintsConstraints (1), 97](1), 97]

–– Oz Oz [[SmolkaSmolka JLP 91]JLP 91] , , 

–– AKL AKL [Carlson, [Carlson, S.HaridiS.Haridi , , S.JansonS.Janson ILPS94],ILPS94],

–– CIAO CIAO [[HermenegildoHermenegildo et al. PPCP94]et al. PPCP94]

–– ILOG ILOG [Puget SPICIS94], [Puget, [Puget SPICIS94], [Puget, LeconteLeconte ILPS95]ILPS95]

–– CHARME CHARME [Bull Corporation 90]
– SICStus

–– manymany others……….others……….
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CONSTRAINT PROGRAMMING TOOLSCONSTRAINT PROGRAMMING TOOLS

ILOG ILOG [[PugetPuget
SPICIS94], [SPICIS94], [ PugetPuget , , 
LeconteLeconte ILPS95]ILPS95]

CHIPCommercialiCommerciali

GecodeGecodeEclEcliipspsee

[Wallace [Wallace etet alal.97.97]]

[Smolka 91][Smolka 91]

[Hermenegildo et [Hermenegildo et al.al. 94]94]

Open sourceOpen source
a a oggettioggettiDichiarativiDichiarativi

… e molti altri
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AI APPLICATIONS: AI APPLICATIONS: MODELLING and SOLVINGMODELLING and SOLVING

•• CiCi focalizzeremofocalizzeremo susu CLP(FD)CLP(FD)

•• Per Per ogniogni applicazioneapplicazione, , mostriamomostriamo la la descrizionedescrizione del del problemaproblema, , ilil
modellomodello CLP e la CLP e la risoluzionerisoluzione..

•• ApplicazioniApplicazioni discussediscusse::
–– Scheduling Scheduling -- Timetabling Timetabling -- Resource AllocationResource Allocation
–– Routing Routing 
–– Packing Packing -- CuttingCutting

–– Graphics Graphics -- VisionVision
–– PlanningPlanning

optimization

feasibility

138138

SCHEDULING SCHEDULING -- TIMETABLING TIMETABLING --
RESOURCE ALLOCATIONRESOURCE ALLOCATION

•• Three applications with analogous features/constraints:Three applications with analogous features/constraints:
–– we will focus on scheduling. Same considerations for timetablingwe will focus on scheduling. Same considerations for timetabling

and resource allocation (easier problem) and resource allocation (easier problem) 

•• Scheduling is probably one of the most successful applications Scheduling is probably one of the most successful applications 
of CP to dateof CP to date

–– flexibilityflexibility

–– generalitygenerality

–– easy code easy code 

•• NPNP--complete problem studied by the AI community since 80scomplete problem studied by the AI community since 80s
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SCHEDULING: problem definitionSCHEDULING: problem definition

•• Scheduling concerns the assignment of limited resources Scheduling concerns the assignment of limited resources 
(machines, money, personnel) to activities (project phases, (machines, money, personnel) to activities (project phases, 
manufacturing, lessons) over time manufacturing, lessons) over time 

•• ConstraintsConstraints
–– temporal restrictions temporal restrictions 

•• ordering among activitiesordering among activities

•• due dates due dates -- release dates release dates 

–– resource capacityresource capacity
•• different types of resourcesdifferent types of resources

•• consumable/renewable resourcesconsumable/renewable resources

•• Optimisation CriteriaOptimisation Criteria
•• makespanmakespan

•• resource balance resource balance 

•• lateness on due dateslateness on due dates

•• resource assignment costresource assignment cost
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SCHEDULING: ActivitiesSCHEDULING: Activities

•• Decision variables:Decision variables:
–– Activity start timesActivity start times

–– Activity end timesActivity end times

–– Activity resource assignmentsActivity resource assignments

–– Alternative activities (alternative routing)Alternative activities (alternative routing)

•• Activity types:Activity types:
–– interval activity: cannot be interruptedinterval activity: cannot be interrupted

–– breakable activity: can be interrupted by breaksbreakable activity: can be interrupted by breaks

–– preemptablepreemptable activity: can be interrupted by other activitiesactivity: can be interrupted by other activities
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SCHEDULING: ResourcesSCHEDULING: Resources

•• Resource types:Resource types:
–– 1. Unary resources1. Unary resources

–– 2. Discrete resources2. Discrete resources

–– 3. State  resources3. State  resources

–– 4. Energy resources4. Energy resources

–– 5. Stock5. Stock

Time

Capacity

1

0

Capacity

Time

1.

2.

White Red BlackOff

Time

3.

Time

Man-hrs

State

4.

5.
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SCHEDULING: Simple ExampleSCHEDULING: Simple Example

•• 6 activities: each activity described by a predicate6 activities: each activity described by a predicate
  task(NAME,DURATION,LISTofPRECEDINGTASKS,MACHINEtask(NAME,DURATION,LISTofPRECEDINGTASKS,MACHINE ).).

  

  task(j1,3,[],m1).task(j1,3,[],m1).

  task(j2,8,[],m1).task(j2,8,[],m1).

  task(j3,8,[j4,j5],m1).task(j3,8,[j4,j5],m1).

  task(j4,6,[],m2).task(j4,6,[],m2).

  task(j5,3,[j1],m2).task(j5,3,[j1],m2).

  task(j6,4,[j1],m2).task(j6,4,[j1],m2).

•• Machines are unary resources.Machines are unary resources.

•• Minimising the maximum ending time End is requiredMinimising the maximum ending time End is required..
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SCHEDULING: Simple ExampleSCHEDULING: Simple Example
  schedule(Dataschedule(Data , End, , End, TaskListTaskList ):): --

  makeTaskVariables(Data,End,TaskListmakeTaskVariables(Data,End,TaskList ),),

  precedence(Dataprecedence(Data , , TaskListTaskList ),),

  machines(Datamachines(Data , , TaskListTaskList ),),

  minimize(labeling(TaskList),Endminimize(labeling(TaskList),End ).).

  makeTaskVariablesmakeTaskVariables ([],_,[]).([],_,[]).

  makeTaskVariables([task(N,D,_,_)|T],End,[Start|VarmakeTaskVariables([task(N,D,_,_)|T],End,[Start|Var ]):]): --

  Start #<= EndStart #<= End -- D, Start #>=0,D, Start #>=0,

  makeTaskVariables(T,End,VarmakeTaskVariables(T,End,Var ).).

  precedence([],[]).precedence([],[]).

  precedence([task(N,_,Prec,_)|Tprecedence([task(N,_,Prec,_)|T ], [], [ Start|VarStart|Var ]):]): --

  select_preceding_tasks(Prec,T,Var,PrecVars,PrecDura tionsselect_preceding_tasks(Prec,T,Var,PrecVars,PrecDura tions ),),

  impose_constraints(Start,PrecVars,PrecDurationsimpose_constraints(Start,PrecVars,PrecDurations ),),

  precedence(T,Varprecedence(T,Var ).).

  impose_constraintsimpose_constraints (_,[],[]).(_,[],[]).

  impose_constraints(Start,[Var|Other],[Dur|OtherDurimpose_constraints(Start,[Var|Other],[Dur|OtherDur ]):]): --

  VarVar + + DurDur #<= Start,#<= Start,

  impose_constraints(Start,Other,OtherDurimpose_constraints(Start,Other,OtherDur ).). 144144

SCHEDULING: Simple ExampleSCHEDULING: Simple Example
schedule(Dataschedule(Data , End, , End, TaskListTaskList ):): --

makeTaskVariables(Data,End,TaskListmakeTaskVariables(Data,End,TaskList ),),

precedence(Dataprecedence(Data , , TaskListTaskList ),),

machines(Datamachines(Data , , TaskListTaskList ),),

minimize(labeling(TaskList),Endminimize(labeling(TaskList),End ).).

makeTaskVariables([],_,[]).
makeTaskVariables([task(N,D,_,_)|T],End,[Start|Var] ):-

Start #<= End-D, Start #>=0,
makeTaskVariables(T,End,Var).

makeTaskVariablesmakeTaskVariables ([],_,[]).([],_,[]).
makeTaskVariables([task(N,D,_,_)|T],End,[Start|VarmakeTaskVariables([task(N,D,_,_)|T],End,[Start|Var ]):]): --

Start #<= EndStart #<= End -- D, Start #>=0,D, Start #>=0,
makeTaskVariables(T,End,VarmakeTaskVariables(T,End,Var ).).

[task(j1,3,[],m1),

task(j2,8,[],m1),

task(j3,8,[j4,j5],m1),

task(j4,6,[],m2),

task(j5,3,[j1],m2),

task(j6,4,[j1],m2)]

[task(j1,3,[],m1),[task(j1,3,[],m1),

task(j2,8,[],m1),task(j2,8,[],m1),

task(j3,8,[j4,j5],m1),task(j3,8,[j4,j5],m1),

task(j4,6,[],m2),task(j4,6,[],m2),

task(j5,3,[j1],m2),task(j5,3,[j1],m2),

task(j6,4,[j1],m2)]task(j6,4,[j1],m2)]

[Start1 :: 0..+10000,

Start2 :: 0..+10000,

Start3 :: 0..+10000,

Start4 :: 0..+10000,

Start5 :: 0..+10000,

Start6 :: 0..+10000]

[Start1 :: 0..+10000,[Start1 :: 0..+10000,

Start2 :: 0..+10000,Start2 :: 0..+10000,

Start3 :: 0..+10000,Start3 :: 0..+10000,

Start4 :: 0..+10000,Start4 :: 0..+10000,

Start5 :: 0..+10000,Start5 :: 0..+10000,

Start6 :: 0..+10000]Start6 :: 0..+10000]

End :: 8..10000End :: 8..10000
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SCHEDULING: Simple ExampleSCHEDULING: Simple Example
schedule(Dataschedule(Data , End, , End, TaskListTaskList ):): --

makeTaskVariables(Data,End,TaskListmakeTaskVariables(Data,End,TaskList ),),

precedence(Dataprecedence(Data , , TaskListTaskList ),),

machines(Datamachines(Data , , TaskListTaskList ),),

minimize(labeling(TaskList),Endminimize(labeling(TaskList),End ).).

precedence([],[]).precedence([],[]).

precedence([task(N,_,Prec,_)|Tprecedence([task(N,_,Prec,_)|T ], [], [ Start|VarStart|Var ]):]): --

select_preceding_tasks(Prec,T,Var,PrecVars,PrecDura tionsselect_preceding_tasks(Prec,T,Var,PrecVars,PrecDura tions ),),

impose_constraints(Start,PrecVars,PrecDurationsimpose_constraints(Start,PrecVars,PrecDurations ),),

precedence(T,Varprecedence(T,Var ).).

impose_constraintsimpose_constraints (_,[],[]).(_,[],[]).

impose_constraints(Start,[Var|Other],[Dur|OtherDurimpose_constraints(Start,[Var|Other],[Dur|OtherDur ]):]): --

VarVar + + DurDur #<= Start,#<= Start,

impose_constraints(Start,Other,OtherDurimpose_constraints(Start,Other,OtherDur ).).
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SCHEDULING: Simple ExampleSCHEDULING: Simple Example
machinesmachines (Data, (Data, TaskListTaskList ):): --

tasks_sharing_resource(Data,TaskList,SameResource,D urations),tasks_sharing_resource(Data,TaskList,SameResource,D urations),

impose_cumulative(SameResource,Durations,Use).impose_cumulative(SameResource,Durations,Use).

impose_cumulative([],[],_).impose_cumulative([],[],_).

impose_cumulative([ListSameRes|LSR],[Dur|D],[Use|U] ):impose_cumulative([ListSameRes|LSR],[Dur|D],[Use|U] ): --

cumulative(ListSameRes,cumulative(ListSameRes, DurDur ,, UseUse,1),,1),

impose_cumulativeimpose_cumulative (LSR,D,U).(LSR,D,U).

cumulative([Start1,Start2,Start3],[3,8,8],[1,1,1],1 )

cumulative([Start4,Start5,Start6],[6,3,4],[1,1,1],1 )

results in
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SCHEDULING: Optimal SolutionSCHEDULING: Optimal Solution

Time

Time

m1

m2

j1 j2 j3

j4 j5 j6

3 11 19

6 9
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SCHEDULING: OptimalitySCHEDULING: Optimality
•• minimizeminimize : finds the optimal solution (simple Branch & Bound): finds the optimal solution (simple Branch & Bound)

•• Minimization of the Minimization of the makespanmakespan: a heuristic which always selects : a heuristic which always selects 
the task which can be assigned first and assigns to the task thethe task which can be assigned first and assigns to the task the
minimal bound is in general a good heuristics. As a choice pointminimal bound is in general a good heuristics. As a choice point, , 
delay the task.delay the task.

  
labelTasks([]).
labelTasks(TaskList):-

find_min_start(TaskList,First,MinStart,Others),
label_earliest(TaskList,First,MinStart,Others).

label_earliest(TaskList,First,Min,Others):- % schedule the task
First = Min,
labelTasks(Others).

label_earliest(TaskList,First,Min,Others):- % delay the task
First ≠≠≠≠ Min,
labelTasks(TaskList).
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TIMETABLING: problem definitionTIMETABLING: problem definition

•• Timetabling concerns the definitions of agenda Timetabling concerns the definitions of agenda 
(similar to scheduling)(similar to scheduling)

•• ConstraintsConstraints
–– temporal restrictions temporal restrictions 

•• ordering among activitiesordering among activities

•• due dates due dates -- release dates release dates 

–– resource capacityresource capacity
•• discrete resourcesdiscrete resources

•• Optimization CriteriaOptimization Criteria
•• cost/preferencescost/preferences

•• resource balance resource balance 
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TIMETABLING: simple exampleTIMETABLING: simple example

•• 44--Hours Slots Hours Slots -- 1 to 4 Hours Courses1 to 4 Hours Courses

•• Two courses cannot overlapTwo courses cannot overlap

•• A course must be contained in a single slotA course must be contained in a single slot

•• Preferences are associated withPreferences are associated with
–– CourseCourse--Slot assignmentsSlot assignments

–– Maximize Sum of preferencesMaximize Sum of preferences
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TIMETABLING: code with redundant constraintsTIMETABLING: code with redundant constraints
timetable(Data,Tasks,MaxTime,Costs):-

define_variable_start(Tasks,MaxTime),

impose_cumulative(Tasks),

minimize(labeling(Tasks),Cost).

•• Redundant variables: Redundant variables: 
–– start timesstart times

–– single hourssingle hours

–– courses lasting 3 or 4 hourscourses lasting 3 or 4 hours

redundant constraints

linked each other: 

exchange propagation results

define_variable_courses3_4Hours(Data, Courses34Hour s),

alldifferent(Courses34Hours),

define_variable_singleHours(Data,SingleHours),

alldifferent(SingleHours),
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TIMETABLING: optimality & searchTIMETABLING: optimality & search
•• Search strategy: when coping with objective Search strategy: when coping with objective 

functions, we can exploit information on costs for functions, we can exploit information on costs for 
defining a good search strategy.defining a good search strategy.

•• Example:Example:
–– Choose the variable with max value of regretChoose the variable with max value of regret

•• Regret: difference between the first and the second best on Regret: difference between the first and the second best on 
each row of the cost matrix.each row of the cost matrix.

•• Combination of regret and firstCombination of regret and first--failfail

–– Choose the value associated with the minimum costChoose the value associated with the minimum cost

•• Example: based on the optimal solution of a Example: based on the optimal solution of a 
relaxationrelaxation

–– Choose the variable with max value of regretChoose the variable with max value of regret

–– Choose the solution of the relaxationChoose the solution of the relaxation
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ROUTING: problem definitionROUTING: problem definition

•• Routing concerns the problem of finding a set of routes to be Routing concerns the problem of finding a set of routes to be 
covered by a set of vehicles visiting a set of cities/customers covered by a set of vehicles visiting a set of cities/customers 
once starting and ending at one (n) depot(s).once starting and ending at one (n) depot(s).

•• ConstraintsConstraints
–– temporal restrictions: temporal restrictions: 

•• time windowstime windows

•• maximal duration of a travelmaximal duration of a travel

–– vehicle capacityvehicle capacity

–– customer demandscustomer demands

•• Optimization CriteriaOptimization Criteria
•• number of vehiclesnumber of vehicles

•• travel costtravel cost

•• travel time travel time 
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ROUTING: problem definitionROUTING: problem definition

•• Routing has been solved within OR community by using Routing has been solved within OR community by using 
–– Branch & Bound approachesBranch & Bound approaches

–– Dynamic ProgrammingDynamic Programming

–– Local Search techniquesLocal Search techniques

–– Branch & CutBranch & Cut

–– Column generationColumn generation

•• Routing has been solved within CP community by using Routing has been solved within CP community by using 
–– Branch & Bound approachesBranch & Bound approaches

–– Local Search techniques embedded in CPLocal Search techniques embedded in CP

•• Basic component: Basic component: Travelling Salesman ProblemTravelling Salesman Problem (TSP) and its (TSP) and its 
time constrained variant. time constrained variant. 
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TSP: problem definitionTSP: problem definition

•• TSP is the problem of finding a minimum cost tour covering a TSP is the problem of finding a minimum cost tour covering a 
set of nodes once. set of nodes once. 

•• No No subtourssubtours are allowedare allowed

•• TSPTW: Time windows are associated to each node. Early TSPTW: Time windows are associated to each node. Early 
arrival is allowed. Late arrival is not permitted  arrival is allowed. Late arrival is not permitted  

•• Even finding an Hamiltonian Circuit (no costs) is NPEven finding an Hamiltonian Circuit (no costs) is NP--completecomplete
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TSP: CP modelTSP: CP model

•• Variable associated to each node. The domain of each variable Variable associated to each node. The domain of each variable 
contains possible next nodes to be visited contains possible next nodes to be visited 

•• N nodes           N + 1 variables N nodes           N + 1 variables NextNext ii (duplicate the depot)(duplicate the depot)

•• For allFor all ii :: NextNext ii ≠≠≠≠≠≠≠≠ ii

•• nocycle([Nextnocycle([Next 00,…,…NextNext nn])])

•• alldifferent([Nextalldifferent([Next 00,…,…NextNext nn])])

•• Cost Cost cc ijij if if NextNext ii = j= j

•• In some models, we can find the redundant variables In some models, we can find the redundant variables PrevPrev indicating a indicating a 
node predecessor.node predecessor.
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TSP: code TSP: code 
tsptsp (Data,(Data, NextNext ,, CostsCosts ):): --

  remove_arcs_to_self(Next),remove_arcs_to_self(Next),

  nocycle(Next),nocycle(Next),

  alldifferent(Next),alldifferent(Next),

  create_objective(create_objective( NextNext ,, CostsCosts ,Z),,Z),

  minimizeminimize (( labelinglabeling (( NextNext ),Z).),Z).

•• nocyclenocycle : symbolic constraint that ensures that no : symbolic constraint that ensures that no subtoursubtour is is 
present in the solution. present in the solution. 

•• create_objectivecreate_objective : creates : creates CostsCosts variables, imposes an variables, imposes an 
elementelement constraint between the set of constraint between the set of NextNext variables and variables and CostsCosts

variables, and creates a variable variables, and creates a variable Z Z representing the objective representing the objective 
function summing costs corresponding to assignmentsfunction summing costs corresponding to assignments
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TSP: results TSP: results 

•• Pure CP implementations: still far from the state of the art OR Pure CP implementations: still far from the state of the art OR 
approaches. approaches. 

•• Integration of OR techniques in CP: better resultsIntegration of OR techniques in CP: better results
–– local searchlocal search

–– optimal solution of relaxations optimal solution of relaxations 
•• LagrangeanLagrangean relaxationrelaxation

•• Assignment ProblemAssignment Problem

•• Minimum Spanning ArborescenceMinimum Spanning Arborescence

–– search strategies based on these relaxationssearch strategies based on these relaxations
•• subtoursubtour eliminationelimination

•• Addition of Time Windows in OR approaches requires to reAddition of Time Windows in OR approaches requires to re--
write major code parts while in CP comes for free.write major code parts while in CP comes for free.
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CUTTING & PACKING: problem definitionCUTTING & PACKING: problem definition

•• Packing concerns the placement of a number of squares (of Packing concerns the placement of a number of squares (of 
different sizes) in one or more larger boxes in such a way that different sizes) in one or more larger boxes in such a way that 
squares do not overlap and minimizing the empty spacesquares do not overlap and minimizing the empty space

•• Cutting is the problem of finding cuts of a master piece in ordeCutting is the problem of finding cuts of a master piece in order r 
to obtain a given number of pieces with fixed dimensions, to obtain a given number of pieces with fixed dimensions, 
minimizing residuesminimizing residues

•• Many variants:Many variants:
–– strip packingstrip packing

–– guillottineguillottine cutscuts

–– rotations allowedrotations allowed

–– 1 dimension 1 dimension -- 2 dimensions 2 dimensions -- 3 dimensions 3 dimensions -- 4 dimensions4 dimensions
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22--D PACKING: CP modelD PACKING: CP model

•• For each square to be packed, we have a couple of variables For each square to be packed, we have a couple of variables 
representing the coordinates of the bottomrepresenting the coordinates of the bottom--left point of the left point of the 
squaresquare

(X,Y) d

h Pieces:
X::[0..D-d]

Y::[0..H-h]

masterPiece or 
bin

D

H
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22--D PACKING: CP modelD PACKING: CP model

•• Constraints:Constraints:
–– non overlapping constraints: given two squares whose coordinatesnon overlapping constraints: given two squares whose coordinates are are 

((X1X1, , Y1Y1) and () and (X2X2, , Y2Y2) and dimensions ) and dimensions D1D1, , H1H1 and and D2D2, , H2H2 respectively respectively 

•• X1+D1 X1+D1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ X2 OR X2 OR Y1+H1 Y1+H1 ≤≤≤≤≤≤≤≤ Y2 OR Y2 OR X2+D2 X2+D2 ≤≤≤≤≤≤≤≤ X1 OR X1 OR Y2+H2 Y2+H2 ≤≤≤≤≤≤≤≤ Y1Y1

•• Very hard form of disjunction: no propagation even after Very hard form of disjunction: no propagation even after 
instantiationinstantiation

•• Redundant constraints can help:Redundant constraints can help:
•• cumulative(cumulative( XcoordinatesXcoordinates ,, XDimensionXDimension ,, YdimensionYdimension ,H) ,H) 

cumulative(cumulative( YcoordinatesYcoordinates ,, YDimensionYDimension ,, XdimensionXdimension ,D),D)
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PACKING: code PACKING: code 
packingpacking (Data,(Data, XcoordsXcoords ,, YcoordsYcoords ,D,H):,D,H): --

  create_variables(Data,Xcoords,create_variables(Data,Xcoords, YcoordsYcoords ,D,H),,D,H),

  state_disjunctivestate_disjunctive (Data,(Data, XcoordsXcoords ,, YcoordsYcoords ),),

  state_cumulativesstate_cumulatives (Data,(Data, XcoordsXcoords ,, YcoordsYcoords ,D,H), ,D,H), 

  create_objectivecreate_objective (( XcoordsXcoords ,, YcoordsYcoords ,D,H,Z), ,D,H,Z), 

  minimizeminimize (( label_squareslabel_squares (( XcoordsXcoords ,, YcoordsYcoords ),Z).),Z).

•• create_objectivecreate_objective : creates a variable representing the spare : creates a variable representing the spare 
space (or the number of bins if more than one is present)space (or the number of bins if more than one is present)

•• label_squareslabel_squares selects bigger squares first and assigns the selects bigger squares first and assigns the 
coordinates in order to minimize spare space.coordinates in order to minimize spare space.
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MODEL BASED VISIONMODEL BASED VISION
VISUAL SEARCH: definitionVISUAL SEARCH: definition

•• Visual Search in model based vision concerns the problem of Visual Search in model based vision concerns the problem of 
recognizing an object in a scene given its modelrecognizing an object in a scene given its model

•• How to describe the modelHow to describe the model

•• How to perform the mapping How to perform the mapping 

•• MODEL: Constraint graphMODEL: Constraint graph
–– Nodes: object partsNodes: object parts

–– Arcs (constraints): their relationsArcs (constraints): their relations

•• RECOGNITION: Constraint satisfactionRECOGNITION: Constraint satisfaction

Both problems can be 
solved with constraints
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OBJECT RECOGNITIONOBJECT RECOGNITION

•• 33--D OBJECTD OBJECT

•• Two Two viewsviews and the and the correspondingcorresponding modelsmodels

S1

S2

S3 S4 S6S5

S8S7

S1

S3

S4

S6

S5

T,N T,N

T,N T,N

T,N

T,N

T,N

T,N

P P

S1

S3 S4 S6S5

N

Is_L

Is_Rect Is_Rect

Is_RectIs_Rect

S2

S8 S7

T,N T,N
T,N T,NS2

S7

T,N

S8

Is_Rect Is_Rect

Is_L
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CONSTRAINTCONSTRAINT--BASED OBJECT RECOGNITIONBASED OBJECT RECOGNITION

•• In order to recognize an object, a low level vision system shoulIn order to recognize an object, a low level vision system should d 
extract from the image some visual features (surfaces/edges)extract from the image some visual features (surfaces/edges)

•• Constraint satisfaction techniques can be applied in order to Constraint satisfaction techniques can be applied in order to 
recognize the object in the scene.recognize the object in the scene.

•• The object is recognized if the extracted features satisfy the The object is recognized if the extracted features satisfy the 
constraints contained in the model. constraints contained in the model. 

•• Constraints allow to reduce the search space to be explored.Constraints allow to reduce the search space to be explored.
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EXAMPLEEXAMPLE

• Rectangle shape
Four straight edges (variables),  parallel two by two, which 
mutually touch themselves with a 90 degree angle ...

X3X3

X2X2

X1X1

X4X4

X1X1

X4X4

X2X2

X3X3

touchtouch

touchtouch

touchtouch

touchtouch
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EXAMPLE (2)EXAMPLE (2)
(0,0)

(256,256)

1 2

3

4

5
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7 8

9 10
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26
27

28
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34

35 36
37
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rectanglerectangle CP modelCP model
touch(X1,X2), touch(X1,X2), touchtouch (X2,X3), (X2,X3), touchtouch (X3,X4), (X3,X4), touchtouch (X1,X4), (X1,X4), 
perpendperpend (X1,X2), (X1,X2), perpendperpend (X2,X3), (X2,X3), perpendperpend (X3,X4), (X3,X4), perpendperpend (X1,X4), (X1,X4), 
same_lensame_len (X2,X4), (X2,X4), same_lensame_len (X1,X3), (X1,X3), parallelparallel (X2,X4), (X2,X4), parallelparallel (X1,X3)(X1,X3)

Constraint Solver

Low level system

Visual Features:
segments
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CP model: USER DEFINED CONSTRAINTSCP model: USER DEFINED CONSTRAINTS
rectanglerectangle CP modelCP model
recognize([X1,X2,X3,X4]):recognize([X1,X2,X3,X4]): --

X1,X2,X3,X4::[s1,s2,…,sn],X1,X2,X3,X4::[s1,s2,…,sn],
touch(X1,X2), touch(X1,X2), touchtouch (X2,X3), (X2,X3), touchtouch (X3,X4), (X3,X4), touchtouch (X1,X4), (X1,X4), 
perpend(X1,X2), perpend(X2,X3), perpend(X3,X4), perpend(X1,X2), perpend(X2,X3), perpend(X3,X4), perpendperpend (X1,X4),(X1,X4),
same_lensame_len (X2,X4), (X2,X4), same_lensame_len (X1,X3), (X1,X3), 
parallel(X2,X4), parallel(X1,X3),parallel(X2,X4), parallel(X1,X3),
labeling([X1,X2,X3,X4]).labeling([X1,X2,X3,X4]).

• Give the declarative and operational semantics of the constraints: segments 
are described as facts: segment(name,X1,Y1,X2,Y2)

• In all CP languages there are tools that allow new constraints to be defined.

• An example in the CLP(FD) library of ECLiPSe
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CP model: USER DEFINED CONSTRAINTSCP model: USER DEFINED CONSTRAINTS
touch(X1,X2) :-

dvar_domain(X1,D1),
dvar_domain(X2,D2),
arc_cons_1(D1,D2,D1new),  % user defined propagation
(dom_compare(>,D1,D1new) -> dvar_update(X1,D1new); true),
arc_cons_2(D1new,D2,D2new), % user defined propagation
(dom_compare(>,D2,D2new) -> dvar_update(X2,D2new); true),
(var(X1),var(X2) 

-> suspend(touch(X1,X2),3,[X1,X2]->fd:any)
; true),

wake.

•• After the propagation, the constraint if not solved is suspendedAfter the propagation, the constraint if not solved is suspended
and awaked each time an event and awaked each time an event any of any of fdfd on one of the on one of the 
variables variables (X1,X2)(X1,X2) happens.happens.
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CP model: SYMMETRIESCP model: SYMMETRIES

•• Problem symmetries: arise when some permutations of the Problem symmetries: arise when some permutations of the 
variables map a solution onto another solution.variables map a solution onto another solution.

•• Four segments forming a rectangleFour segments forming a rectangle

•• One solution:One solution:
•• X1 = s1X1 = s1

•• X2 = s2X2 = s2

•• X3 = s3X3 = s3

•• X4 = s4X4 = s4

•• Other identical solutions:Other identical solutions:
•• X1 = s2X1 = s2 X1 = s3X1 = s3 X1 = s4X1 = s4
•• X2 = s3X2 = s3 X2 = s4X2 = s4 X2 = s1X2 = s1
•• X3 = s4X3 = s4 X3 = s1X3 = s1 X3 = s2X3 = s2
•• X4 = s1X4 = s1 X4 = s2X4 = s2 X4 = s3X4 = s3

s3s3

s2s2

s1s1

s4s4

Time lost to look for already found 
solutions. Remove symmetries by 
imposing additional constraints

[[FreuderFreuder AAAI91], [AAAI91], [ PugetPuget ISMIS93], [ISMIS93], [ CrawfordCrawford et al. KR96], et al. KR96], 
[[MeseguerMeseguer , , TorrasTorras IJCAI99].IJCAI99].
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Modello CP: SIMMETRIEModello CP: SIMMETRIE

•• ProblemaProblema: : sisi perdeperde tempo per tempo per esplorareesplorare statistati equivalentiequivalenti cheche
non non aggiungonoaggiungono alcunaalcuna informazioneinformazione..

•• MetodiMetodi per per rimuovererimuovere le le simmetriesimmetrie::
–– aggiungere vincoli al modello (esempio ordinamenti tra variabiliaggiungere vincoli al modello (esempio ordinamenti tra variabili))

–– aggiungere vincoli dinamicamente nel corso della ricercaaggiungere vincoli dinamicamente nel corso della ricerca

–– modificare la strategia di ricerca per rimuovere le simmetrie.modificare la strategia di ricerca per rimuovere le simmetrie.

•• Argomento su cui vi è una ricerca molto attiva Argomento su cui vi è una ricerca molto attiva 
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ESEMPIO SEMPLICEESEMPIO SEMPLICE

•• PigeonholePigeonhole problemproblem: Abbiamo : Abbiamo nn--1 gabbie in cui 1 gabbie in cui 
devono essere collocati devono essere collocati nn piccioni uno per gabbia.piccioni uno per gabbia.

•• Problema chiaramente insolubile ma abbiamo Problema chiaramente insolubile ma abbiamo 
simmetrie di permutazionesimmetrie di permutazione

0.2280.22812712761.90261.902403194031999

0.1020.10263637.6197.6195039503988

0.0640.06431311.0311.03171971977

0.0420.04215150.2130.21311911966

Tempo (s)Tempo (s)SizeSize TreeTreeTempo (s)Tempo (s)SizeSize TreeTreeN piccioniN piccioni

Con simmetrieCon simmetrie NO simmetrieNO simmetrie
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COME RIMUOVERE LE SIMMETRIECOME RIMUOVERE LE SIMMETRIE

•• Abbiamo Abbiamo nn variabili variabili PP11, … , … PPnn che rappresentano i che rappresentano i 
piccioni e un dominio contenente le gabbie da 1 a piccioni e un dominio contenente le gabbie da 1 a nn--11

•• Usiamo tutti vincoli di diverso binari (per vedere Usiamo tutti vincoli di diverso binari (per vedere 
l’impatto delle simmetrie) l’impatto delle simmetrie) 

•• Simmetrie di permutazione Simmetrie di permutazione nn variabili variabili nn! stati ! stati 
simmetrici simmetrici 

•• Si può imporre Si può imporre PP11 < < PP22, , PP22 < < PP33 ….….PPnn--11< < PPnn e si e si 
rimuovono tutte le simmetrierimuovono tutte le simmetrie
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SPORT SCHEDULINGSPORT SCHEDULING

•• Dobbiamo allocare delle partite in diverse settimaneDobbiamo allocare delle partite in diverse settimane

•• Ci sono Ci sono nn squadre (nell’esempio da 0 a 7). Tutte le squadre squadre (nell’esempio da 0 a 7). Tutte le squadre 
devono giocare contro tutte le altre, quindi in totale ho devono giocare contro tutte le altre, quindi in totale ho nn**((nn--1)/2 1)/2 
partite. Devo allocare una partita per ogni cella in modo che inpartite. Devo allocare una partita per ogni cella in modo che in
ogni settimana una squadra giochi una sola volta.ogni settimana una squadra giochi una sola volta.
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2 2 vsvs 4 4 3 3 vsvs 664 4 vsvs 770 0 vsvs 220 0 vsvs 11Game 1Game 1

Week 7Week 7Week 4Week 4Week 3Week 3Week 2Week 2Week 1Week 1
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•• Le Le settimanesettimane sonosono simmetrichesimmetriche

•• I Game I Game sonosono simmetricisimmetrici

SPORT SCHEDULING: simmetrieSPORT SCHEDULING: simmetrie
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5 5 vsvs 665 5 vsvs 770 0 vsvs 331 1 vsvs 772 2 vsvs 33GameGame 22

2 2 vsvs 4 4 3 3 vsvs 664 4 vsvs 770 0 vsvs 220 0 vsvs 11Game 1Game 1

Week 7Week 7Week 4Week 4Week 3Week 3Week 2Week 2Week 1Week 1
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0 0 vsvs 772 2 vsvs 772 2 vsvs 660 0 vsvs 441 1 vsvs 663 3 vsvs 554 4 vsvs 55Game 3Game 3
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Week 5Week 5

3 3 vsvs 44

0 0 vsvs 66

1 1 vsvs 55

Week 6Week 6

1 1 vsvs 331 1 vsvs 222 2 vsvs 554 4 vsvs 666 6 vsvs 77Game 4Game 4

5 5 vsvs 665 5 vsvs 770 0 vsvs 331 1 vsvs 772 2 vsvs 33GameGame 22

2 2 vsvs 4 4 3 3 vsvs 664 4 vsvs 770 0 vsvs 220 0 vsvs 11Game 1Game 1

Week 7Week 7Week 4Week 4Week 3Week 3Week 2Week 2Week 1Week 1

•• Le Le settimanesettimane sonosono simmetrichesimmetriche

•• I Game I Game sonosono simmetricisimmetrici

SPORT SCHEDULING: simmetrieSPORT SCHEDULING: simmetrie
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0 0 vsvs 772 2 vsvs 772 2 vsvs 660 0 vsvs 441 1 vsvs 663 3 vsvs 554 4 vsvs 55Game 3Game 3

0 0 vsvs 55

1 1 vsvs 44
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Week 5Week 5
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0 0 vsvs 66

1 1 vsvs 55

Week 6Week 6

1 1 vsvs 331 1 vsvs 222 2 vsvs 554 4 vsvs 666 6 vsvs 77Game 4Game 4
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2 2 vsvs 4 4 3 3 vsvs 664 4 vsvs 770 0 vsvs 220 0 vsvs 11Game 1Game 1

Week 7Week 7Week 4Week 4Week 3Week 3Week 2Week 2Week 1Week 1

•• CambiandoCambiando l’ordinel’ordine di due di due settimanesettimane trovotrovo unauna soluzionesoluzione equivalenteequivalente

SPORT SCHEDULING: simmetrieSPORT SCHEDULING: simmetrie
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0 0 vsvs 55

1 1 vsvs 44

3 3 vsvs 77

Week 5Week 5

3 3 vsvs 44

0 0 vsvs 66

1 1 vsvs 55

Week 6Week 6

1 1 vsvs 331 1 vsvs 222 2 vsvs 55 4 4 vsvs 666 6 vsvs 77Game 4Game 4

5 5 vsvs 665 5 vsvs 770 0 vsvs 33 1 1 vsvs 772 2 vsvs 33GameGame 22

2 2 vsvs 4 4 3 3 vsvs 664 4 vsvs 77 0 0 vsvs 220 0 vsvs 11Game 1Game 1

Week 7Week 7Week 4Week 4Week 3Week 3Week 2Week 2Week 1Week 1

•• CambiandoCambiando l’ordinel’ordine di due game di due game trovotrovo unauna soluzionesoluzione equivalenteequivalente

SPORT SCHEDULING: simmetrieSPORT SCHEDULING: simmetrie
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PERCHE’ PREOCCUPARSENEPERCHE’ PREOCCUPARSENE

•• Per una matrice Per una matrice nnxxmm che ha simmetrie di riga e di colonna che ha simmetrie di riga e di colonna 
ci sono ci sono nn !*!*mm !! simmetrie (supersimmetrie (super--esponenziale)esponenziale)

•• Per Per ogniogni soluzionesoluzione ((totaletotale o o parzialeparziale) ) cece nene sonosono nn !*!*mm !!
simmetrichesimmetriche, ma , ma ancheanche per per ogniogni fallimentofallimento

•• Eliminare tutte le simmetrie non è facileEliminare tutte le simmetrie non è facile

•• Ci si accontenta spesso di eliminarne alcune, in modo da Ci si accontenta spesso di eliminarne alcune, in modo da 
ottenere un albero ridotto.ottenere un albero ridotto.

180180

•• Solo Solo simmetriesimmetrie di di rigariga, , possoposso eliminarleeliminarle con un con un 
ordinamentoordinamento totaletotale sullesulle righerighe: : 

•• ForzareForzare le le righerighe ad ad essereessere lessicograficamentelessicograficamente ordinate ordinate 
romperompe tuttetutte le le simmetriesimmetrie di di rigariga

•• In In ECLiPSeECLiPSe: : vincolovincolo lexico_lelexico_le

COME ELIMINARLE: VINCOLI COME ELIMINARLE: VINCOLI 
AGGIUNTIVI NEL MODELLOAGGIUNTIVI NEL MODELLO

IIHHGG
FFEEDD
CCBBAA

[A B C] ≤ lex [D E F] ≤ lex [G H I] [G H I] ≤ lex [D E F] ≤ lex [A B C]

lexicographic ordering anti-lexicographic ordering
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SIMMETRIE DI RIGA E COLONNA SIMMETRIE DI RIGA E COLONNA 

•• RiusciamoRiusciamo a a eliminareeliminare le le simmetriesimmetrie di di rigariga e e 
colonna colonna singolarmentesingolarmente, ma se , ma se compaionocompaiono
insiemeinsieme, , imporreimporre gligli ordinamentiordinamenti susu righerighe e e 
colonnecolonne non non eliminaelimina tuttetutte le le simmetriesimmetrie..

182182

Good News Good News ☺☺

•• UnaUna simmetriasimmetria definiscedefinisce unauna classeclasse di di equivalenzaequivalenza

•• Due Due assegnamentiassegnamenti sonosono equivalentiequivalenti se se unauna simmetriasimmetria mappamappa
un un assegnamentoassegnamento in un in un altroaltro..

•• Ogni simmetria ha ALMENO UN elemento in cui SIA le Ogni simmetria ha ALMENO UN elemento in cui SIA le 
righe SIA le colonne sono ordinate in senso righe SIA le colonne sono ordinate in senso 
lessicograficolessicografico

•• Puo’ non esistere un elemento con le righe ordinate in senso Puo’ non esistere un elemento con le righe ordinate in senso 
lessicografico e le colonne in senso antilessicograficolessicografico e le colonne in senso antilessicografico

•• Per eliminare le simmetrie di riga e colonna possiamo Per eliminare le simmetrie di riga e colonna possiamo 
ordinare lessicograficamente righe e colonneordinare lessicograficamente righe e colonne (double(double--
lex)lex)
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Bad news Bad news ��

•• Una simmetria puo’ avere piu’ di un elemento con righe e colonneUna simmetria puo’ avere piu’ di un elemento con righe e colonne
ordinate lessicograficamenteordinate lessicograficamente

•• DoubleDouble--lexlex non non eliminaelimina tuttetutte le le simmetriesimmetrie

0011

0011

1100

0011

1100

1100

swap the columns
swap row 1 and row 3
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MODEL BASED VISION (2)MODEL BASED VISION (2)
OBJECT RECOGNITIONOBJECT RECOGNITION

•• Viceversa, può essere Viceversa, può essere 
richiesto di dare un richiesto di dare un 
significato ad un significato ad un 
oggetto qualunque.oggetto qualunque.

•• Es, spiegare gli spigoli Es, spiegare gli spigoli 
di una figura 3Ddi una figura 3D

•• quali sono concavi quali sono concavi -- o o 
convessi convessi ++

•• quali delimitano una quali delimitano una 
figura figura ++

++
++ ++++

++

++ ++
++
++++

++--

--

++
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OBJECT RECOGNITIONOBJECT RECOGNITION
Waltz Waltz notò che le notò che le 

combinazioni sono combinazioni sono 
in numero limitatoin numero limitato

•• VariabiliVariabili: segmenti : segmenti 
nella figuranella figura

•• DominiDomini: : {+,{+,--,,←←,,→→}}

•• VincoliVincoli: : 
combinazioni combinazioni 
possibilipossibili

+

+

-

-

+ +

+

- -

-

-

-

-

+

-

+

++
-

--
+
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AI PLANNING: definitionAI PLANNING: definition

•• Planning concerns the problem of finding a chain of actions thatPlanning concerns the problem of finding a chain of actions that
achieve a given goal starting from a well known initial state. achieve a given goal starting from a well known initial state. 
Actions are described with a set of preconditions (requirements)Actions are described with a set of preconditions (requirements)
and and postconditionspostconditions (effects)(effects)

•• ConstraintsConstraints
–– Plan constraints Plan constraints 

•• temporal constraints (ordering)temporal constraints (ordering)

•• designation and codesignation and co--designation constraintsdesignation constraints

•• resource constraints resource constraints 

•• domain dependent constraintsdomain dependent constraints

–– Plan construction constraintsPlan construction constraints
•• threatsthreats

•• open condition achievementopen condition achievement

187187

CONSTRAINTS ON THE PLANCONSTRAINTS ON THE PLAN

•• Temporal constraintsTemporal constraints
–– qualitative qualitative action A before action Baction A before action B
–– quantitativequantitative action A in [10..30]action A in [10..30]

•• Resource constraintsResource constraints
–– consumable resourcesconsumable resources
–– shared resources shared resources 
–– renewable resourcesrenewable resources

•• DomainDomain--dependent constraintsdependent constraints
–– priority among resourcespriority among resources
–– destructive actions on object A always after any other    destructive actions on object A always after any other    
  action on Aaction on A

188188

CONSTRAINTS ON PLAN CONSTRUCTION

•• During the plan construction a set of decisions should be taken:During the plan construction a set of decisions should be taken:
–– threat resolutionthreat resolution

–– open condition achievementopen condition achievement

•• Good technique: Good technique: least commitmentleast commitment. Decisions are delayed as . Decisions are delayed as 
much as possible in order to perform only consistent choices.much as possible in order to perform only consistent choices.

•• Passive postponement vs. active postponementPassive postponement vs. active postponement

•• Each decision is represented by a variable whose domain containsEach decision is represented by a variable whose domain contains
possible solution to the pending decision. Constraints take intopossible solution to the pending decision. Constraints take into
account interaction among decisions.account interaction among decisions.
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THREAT RESOLUTION

•• Threat: conflict occurring when the effects of an action A threaThreat: conflict occurring when the effects of an action A threat the t the 
preconditions of an action Bpreconditions of an action B

Robot Robot withwith one one handhand: : threatthreat
aa promotion: promotion: getBrushLaddergetBrushLadder < < getBrushCeilinggetBrushCeiling

b b demotiondemotion:  :  returnBrushCeilingreturnBrushCeiling < < getBrushLaddergetBrushLadder

InitInit

GetGet BrushBrush
ceilingceiling

GG22

GG11aa bb

PaintPaint ceilingceiling

GetGet BrushBrush
ladderladder

return return brushbrush
ceilingceiling

PaintPaint ladderladder return return brushbrush
ladderladder

notnot hand_emptyhand_empty

hand_emptyhand_empty

hand_emptyhand_empty
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THREAT RESOLUTION

•• Variable associated with the threat:Variable associated with the threat:

–– T1 :: [ T1 :: [ getBrushLaddergetBrushLadder < < getBrushCeilinggetBrushCeiling, , 

  returnBrushCeilingreturnBrushCeiling < < getBrushLaddergetBrushLadder ]]

–– Threat variables linked  by:Threat variables linked  by:
•• incompatibility constraintsincompatibility constraints

•• subsumptionsubsumption constraints constraints 

–– Example: if a threat T2 can be solved only by the constraint Example: if a threat T2 can be solved only by the constraint 
getBrushCeilinggetBrushCeiling < < getBrushLaddergetBrushLadder, , the only way of solving T1 becomesthe only way of solving T1 becomes

returnBrushCeilingreturnBrushCeiling < < getBrushLaddergetBrushLadder

•• Propagation of consequences of the decisions. Reduction of the Propagation of consequences of the decisions. Reduction of the 
search space and trashing avoidedsearch space and trashing avoided

•• More complex solver: user defined constraints.More complex solver: user defined constraints.
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PLANNERS based on CP/CSPsPLANNERS based on CP/CSPs

•• ParcPlanParcPlan [Lever,  Richards, ISMIS94]

•• PlaNet PlaNet [Barruffi, Milano ECAI98], [Barruffi et. Al. ECP99]

•• OO--Plan Plan [Tate, Drabble, Dalton, TR Univ. Edinburg 95]

•• MolgenMolgen [Stefik AIJ(16), 81]

•• DEVISER DEVISER [Vere IJCAI85]

•• Descartes Descartes [Joslin PhD, 95], [Joslin, Pollac, EWSP96]

•• WatPlanWatPlan [Yang, AIJ(58), 92]

•• SLNP SLNP [McAllester, Rosenblitt Nat.Conf AI 91]

•• FSNLP FSNLP [Yang, Chan AIPS94]

•• KambampatiKambampati [TR Arizona State Univ. 96]

•• SIPE SIPE [Wilkins AI (22) 84]
192192

PROTEIN FOLDINGPROTEIN FOLDING
•• Una proteina può essere Una proteina può essere 

vista come una sequenza di vista come una sequenza di 
amminoacidiamminoacidi

•• Coppie di amminoacidi si Coppie di amminoacidi si 
attraggono o respingonoattraggono o respingono

•• La proteina si avvolge in una La proteina si avvolge in una 
forma con energia minimaforma con energia minima

•• Per trovare il modo in cui si Per trovare il modo in cui si 
avvolge una proteina, si avvolge una proteina, si 
devono svolgere analisi devono svolgere analisi 
chimichechimiche
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PROTEIN FOLDINGPROTEIN FOLDING
•• Le posizioni in cui un Le posizioni in cui un 

amminoacido si può amminoacido si può 
trovare sono discretetrovare sono discrete

•• Se due amminoacidi Se due amminoacidi 
sono vicini, si sono vicini, si 
attraggono o attraggono o 
respingono a seconda respingono a seconda 
dei valori di una tabella dei valori di una tabella 
datadata

CYS    MET    PHE    ILE    LEU  CYS    MET    PHE    ILE    LEU  

CYS CYS -- 3.477 3.477 -- 2.240 2.240 -- 2.424 2.424 -- 2.410 2.410 -- 2.3432.343

MET MET -- 2.240 2.240 -- 1.901 1.901 -- 2.304 2.304 -- 2.286 2.286 -- 2.2082.208

PHE PHE -- 2.424 2.424 -- 2.304 2.304 -- 2.467 2.467 -- 2.530 2.530 -- 2.4912.491

ILE ILE -- 2.410 2.410 -- 2.286 2.286 -- 2.530 2.530 -- 2.691 2.691 -- 2.6472.647

LEU LEU -- 2.343 2.343 -- 2.208 2.208 -- 2.491 2.491 -- 2.647 2.647 -- 2.5012.501

……
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Esempio in ECLiPSeEsempio in ECLiPSe

•• Forniamo in uscita una lista di Forniamo in uscita una lista di 
uguale lunghezza che descrive uguale lunghezza che descrive 
la posizione di ogni la posizione di ogni 
amminoacido nello spazioamminoacido nello spazio

•• Ogni amminoacido ha una X Ogni amminoacido ha una X 
ed una Y (intere)ed una Y (intere)

•• Si può riassumere in un’unico Si può riassumere in un’unico 
valore K=Yvalore K=Y*P*P+X (se +X (se 
P=Xmax+1)P=Xmax+1)

((j+j+1)1)PP--11jPjP+1+1jPjP

……………………

PP--11

22PP--11

33PP--11

……

……

……

11

PP+1+1

22PP+1+1

00

PP

22PP

•• Consideriamo il caso 2D: gli amminoacidi si possono disporre in Consideriamo il caso 2D: gli amminoacidi si possono disporre in una una 
grigliagriglia

•• 2 tipi di amminoacidi: 1 e 0. Gli 0 sono inerti, gli 1 si attira2 tipi di amminoacidi: 1 e 0. Gli 0 sono inerti, gli 1 si attirano, se sono no, se sono 
in posizioni vicinein posizioni vicine

•• Prendiamo in ingresso la lista che descrive la proteina (es. Prendiamo in ingresso la lista che descrive la proteina (es. 
[1,0,0,1,0,1,1,0,1]).[1,0,0,1,0,1,1,0,1]).
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Esempio di codiceEsempio di codice
protein(Lin,Lout) :protein(Lin,Lout) : --

length(Lin,N), P is N+1,length(Lin,N), P is N+1,

length(Lout,N),length(Lout,N),

connected(Lout,Steps,P),connected(Lout,Steps,P), /*Un elemento è connesso /*Un elemento è connesso 
al successivo. Steps=lista di differenze fra le pos  al successivo. Steps=lista di differenze fra le pos  
degli amminoacidi */degli amminoacidi */

alldifferent(Lout),alldifferent(Lout), /*Una pos occupata da 1 solo /*Una pos occupata da 1 solo 
amminoacido*/amminoacido*/

func(Lout,Lin,Lbool,P),func(Lout,Lin,Lbool,P), /*Creo una lista di var /*Creo una lista di var 
bool per ogni coppia di amminoacidi: se gli bool per ogni coppia di amminoacidi: se gli 
amminoacidi sono vicini, allora il bool=1*/amminoacidi sono vicini, allora il bool=1*/

sumlist(Lbool,F),sumlist(Lbool,F), F1 #= F1 #= -- F,F,

minimize(labeling(Steps),F1).minimize(labeling(Steps),F1).
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Altri predicati …Altri predicati …
% func(Lout,Lin,Lbool,P)% func(Lout,Lin,Lbool,P)

func([_,_],_,[0],_) :func([_,_],_,[0],_) : -- !.!.

func([H,H1,H2|T],[1,Xin1,Xin2|Tin],Lbool,P) func([H,H1,H2|T],[1,Xin1,Xin2|Tin],Lbool,P) 
:: -- !,!,

% Non serve mettere nella funzione obiettivo % Non serve mettere nella funzione obiettivo 
due successivi. Anche il primo ed il terzo due successivi. Anche il primo ed il terzo 
non possono essere vicininon possono essere vicini

cal_fun(H,T,1,Tin,L1,P),cal_fun(H,T,1,Tin,L1,P),

func([H1,H2|T],[Xin1,Xin2|Tin],L2,P),func([H1,H2|T],[Xin1,Xin2|Tin],L2,P),

append(L1,L2,Lbool).append(L1,L2,Lbool).

func([_|T],[0|Tin],Lbool,P) :func([_|T],[0|Tin],Lbool,P) : --

func(T,Tin,Lbool,P).func(T,Tin,Lbool,P).

cal_fun(_,[],_,[],[],_).cal_fun(_,[],_,[],[],_).

cal_fun(X,[H|T],1,[1|Tin],[Bool|R],P) :cal_fun(X,[H|T],1,[1|Tin],[Bool|R],P) : -- !,!,

X #= H+1#<=>B1, X #= HX #= H+1#<=>B1, X #= H -- 1 #<=> B2, 1 #<=> B2, 

X #= H+P#<=>B3, X #= HX #= H+P#<=>B3, X #= H -- P #<=> B4, P #<=> B4, 

sumlist([B1,B2,B3,B4],Bool), sumlist([B1,B2,B3,B4],Bool), BoolBool ::0..1,::0..1,

cal_funcal_fun (X,T,1,Tin,R,P).(X,T,1,Tin,R,P).

cal_fun(X,[_|T],1,[0|Tin],R,P) :cal_fun(X,[_|T],1,[0|Tin],R,P) : --

cal_fun(X,T,1,Tin,R,P).cal_fun(X,T,1,Tin,R,P).

connected([_],[],_):connected([_],[],_): -- !.!.

connected([A,B|C],[Step|Steps],Pconnected([A,B|C],[Step|Steps],P ):): --

MP is MP is -- P,P,

Step :: [MP,Step :: [MP, -- 1,1,P],1,1,P],

A #= A #= B+StepB+Step ,,

connected([B|C],Steps,Pconnected([B|C],Steps,P ).).
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OTHER APPLICATIONS of CPOTHER APPLICATIONS of CP

•• Constraint DatabasesConstraint Databases

•• SpreadsheetSpreadsheet

•• Robotics/ControlRobotics/Control

•• Diagnosis Diagnosis 

•• Test data generationTest data generation

•• Circuit VerificationCircuit Verification

•• Natural LanguageNatural Language

•• Graphical InterfacesGraphical Interfaces

•• Graphical EditorsGraphical Editors

•• Biology (DNA sequencing)Biology (DNA sequencing)

•• Qualitative reasoningQualitative reasoning

•• Temporal reasoningTemporal reasoning

•• SATSAT

•• Other LSCO problemsOther LSCO problems

198198

TimetablingTimetabling
•• Si devono assegnare ad ogni corso un’aula ed un orarioSi devono assegnare ad ogni corso un’aula ed un orario

•• Ho aule di diversa capacità, con servizi (videoproiettore Ho aule di diversa capacità, con servizi (videoproiettore 
fisso, laboratori, …)fisso, laboratori, …)

•• Ogni corso ha un docente e viene seguito da diversi Ogni corso ha un docente e viene seguito da diversi 
gruppi di studenti.gruppi di studenti.

•• Non si devono sovrapporre i corsi di uno stesso docente, Non si devono sovrapporre i corsi di uno stesso docente, 
seguiti dagli stessi studenti o che si trovano nella stessa seguiti dagli stessi studenti o che si trovano nella stessa 
aulaaula

•• Per ogni corso so quante ore fa alla settimanaPer ogni corso so quante ore fa alla settimana

•• I docenti possono esprimere preferenze sugli orari (nel I docenti possono esprimere preferenze sugli orari (nel 
limite del possibile). Alta priorità ai docenti a contrattolimite del possibile). Alta priorità ai docenti a contratto
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SpecificheSpecifiche

•• CorsiCorsi
•• corso(corso(sistemioperativisistemioperativi,,stefanellistefanelli,130,,130,[[[[infoinfo,2],[,2],[infoinfo,4],[,4],[eleele,3],[,3],[tlctlc,3],[auto,4],[,3],[auto,4],[eleele

,5]],5]],7,_,3,2,3,"Sistemi Operativi","http://www.ing.unife.it/informat,7,_,3,2,3,"Sistemi Operativi","http://www.ing.unife.it/informatica/SOica/SO--2/").2/").
•• corso(strument_misure_elettr,corso(strument_misure_elettr,corticellicorticelli,180,[[,180,[[infoinfo,2],[auto,2],[,2],[auto,2],[tlctlc,2],[,2],[eleele,2]],3,_,2]],3,_

,1,2,3,"Strumentazione e misure elettroniche",_).,1,2,3,"Strumentazione e misure elettroniche",_).
•• corso(strument_misure_elettr_lab,corso(strument_misure_elettr_lab,corticellicorticelli,120,[[info,2],[auto,2],[tlc,2],[,120,[[info,2],[auto,2],[tlc,2],[eleele,2]],2]]

,4,,4,eleele,1,4,4,"Strumentazione e misure elettroniche",_).,1,4,4,"Strumentazione e misure elettroniche",_).
•• corso(inglese_turno1,corso(inglese_turno1,inlinguainlingua,50,,50,[[[[infoinfo,1],[auto,1]],1],[auto,1]],4,_,2,1,2,"Inglese",_).,4,_,2,1,2,"Inglese",_).
•• corso(inglese_turno2,inlingua,50,corso(inglese_turno2,inlingua,50,[[tlc,1],[[[tlc,1],[eleele,1]],1]],  4,_,2,1,2,"Inglese",_).,  4,_,2,1,2,"Inglese",_).

•• AuleAule
•• aula(1,250,n,_,s,s,_,_).aula(1,250,n,_,s,s,_,_).
•• aula(lab_info,64, s,info,n,s, aula(lab_info,64, s,info,n,s, 

"http://www.ing.unife.it/"http://www.ing.unife.it/sidisidi//cs_labcs_lab/cs_lab.htm","Laboratorio di Informatica /cs_lab.htm","Laboratorio di Informatica 
Grande").Grande").
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Domini delle variabili StartDomini delle variabili Start
•• Attività Attività 

fittiziefittizie

•• pausa pausa 
pranzopranzo

•• fine fine 
giornatagiornata

6048362412

594735231119:0018:00

584634221018:0017:00

57453321917:0016:00

56443220816:0015:00

55433119715:0014:00

54423018614:0013:30

53412917513:3012:30

52402816412:3011:30

51392715311:3010:30

50382614210:3009:30

49372513109:3008:30

VenGioMerMarLun
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SpecificheSpecifiche
 

 Lunedì Martedì Mercoledì Giovedì Venerdì 
8.30 – 9.30 A B A A D 
9.30 – 10.30 A B A A D 
10.30 – 11.30 A B C B G 
11.30 – 12.30 B C  C B G 
12.30 – 13.30 B C C D  F 
      
14 – 15 C F G D F 
15 – 16 C F G G E 
16 - 17 D F G G E 
17 - 18 D E E F E 
18 - 19 D E E F   

 
 
 

•• Normalmente, i corsi devono stare in un “turno”Normalmente, i corsi devono stare in un “turno”

•• In questo modo o due corsi si sovrappongono totalmente o non si In questo modo o due corsi si sovrappongono totalmente o non si 
sovrappongonosovrappongono

•• Alcuni corsi sono in comunanza con altri Alcuni corsi sono in comunanza con altri CdLCdL (Informatica a scienze, (Informatica a scienze, 
meccanica)meccanica)
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Implementazione vincolo turniImplementazione vincolo turni
•• PropiaPropia::
turni_defturni_def (Turno,Ora1,(Turno,Ora1,

O2,O3) O2,O3) infersinfers fdfd ..

turni_defturni_def (a,25,37,1).(a,25,37,1).

turni_defturni_def (b,4,39,13).(b,4,39,13).

turni_defturni_def (c,7,16,27).(c,7,16,27).

turni_defturni_def (d,41,49,9).(d,41,49,9).

turni_defturni_def (e,22,34,56)(e,22,34,56)

turni_defturni_def (f,46,53,19)(f,46,53,19)

turni_defturni_def (g,44,51,31)(g,44,51,31)

6048362412

594735231119:0018:00

584634221018:0017:00

57453321917:0016:00

56443220816:0015:00

55433119715:0014:00

54423018614:0013:30

53412917513:3012:30

52402816412:3011:30

51392715311:3010:30

50382614210:3009:30

49372513109:3008:30

VenGioMerMarLun
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TimetablingTimetabling
solve_ttturnisolve_ttturni((LSlotLSlot,N,,N,LCostsLCosts):):--

crea_slot_turni(crea_slot_turni(LSlotLSlot),),

imponi_vincoli(LSlot),imponi_vincoli(LSlot),

break_symmetries(LSlot),break_symmetries(LSlot),

obj_function(LSlot,N,obj_function(LSlot,N,LCostsLCosts),    N #< 10000,),    N #< 10000,

min_max(min_max(

(search(LSlot,start of (search(LSlot,start of 
slot,slot,most_constrainedmost_constrained,,indomain_randomindomain_random,complete,[]),,complete,[]),

aula_assignmentaula_assignment((LSlotLSlot),),

save_solutionsave_solution((LSlotLSlot,N), print_solution(,N), print_solution(LSlotLSlot))

))

,N).,N).
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Imposizione vincoliImposizione vincoli
imponi_vincoliimponi_vincoli((LSlotLSlot):):--

no_overlap_docente(no_overlap_docente(LSlotLSlot),),

no_overlap_studente(LSlot),no_overlap_studente(LSlot),

impose_cumulative(LSlot),impose_cumulative(LSlot),

other_constraints_courses(other_constraints_courses(LSlotLSlot).).

•• impose_cumulativeimpose_cumulative impone il vincolo cumulativo in cui le aule sono impone il vincolo cumulativo in cui le aule sono 
risorserisorse

N
um

er
o 

au
le

Lun

8-9

Lun

9-10

Lun

10-11

…
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Vincoli sulle auleVincoli sulle aule
•• Per tutti i possibili sottoinsiemi di aulePer tutti i possibili sottoinsiemi di aule

•• Seleziona i corsi che possono stare Seleziona i corsi che possono stare solosolo in quel sottoinsieme di aulein quel sottoinsieme di aule
•• Ciascun corso consuma 1 aula (1 risorsa)Ciascun corso consuma 1 aula (1 risorsa)
•• Imponi il vincolo cumulativo su quelle risorseImponi il vincolo cumulativo su quelle risorse

•• EsEs
•• Info1 Info1 �� 130 130 studstud Aula 1 Aula 1 �� 250 posti250 posti
•• Analisi1 Analisi1 �� 160 160 studstud Aula 5 Aula 5 �� 157 posti157 posti
•• Fisica 2 Fisica 2 �� 100 100 studstud Aula 7 Aula 7 �� 120 posti120 posti
•• Reti Reti �� 100 100 studstud

•• Imponiamo:Imponiamo:
•• Aula 1 Aula 1 �������� cumulative([Analisi1],cumulative([Analisi1], ……,1).,1).
•• Aula 5 Aula 5 �������� cumulative([],cumulative([], ……,1).,1).
•• Aula 7 Aula 7 �������� cumulative([],cumulative([], ……,1).,1).
•• Aule 1,5 Aule 1,5 �������� cumulative([Info1,Analisi1],cumulative([Info1,Analisi1], ……,2).,2).
•• Aule 1,5,7 Aule 1,5,7 ��������cumulative([Info1,Analisi1,Fisica2,Reti],cumulative([Info1,Analisi1,Fisica2,Reti], ……,3).,3).
•• Aule 1,7 Aule 1,7 �������� [] [] ……
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EuristicheEuristiche

•• Ho vincolo di non sovrapposizione sulle aule, sugli studenti, suHo vincolo di non sovrapposizione sulle aule, sugli studenti, sui docenti. i docenti. 
Se decido che un gruppo di studenti stanno tutti nella stessa auSe decido che un gruppo di studenti stanno tutti nella stessa aula, la, 
soddisfacendo il soddisfacendo il no_overlapno_overlap sull’aula, soddisfo automaticamente il sull’aula, soddisfo automaticamente il 
no_overlapno_overlap sugli studenti (può essere visto come sugli studenti (può essere visto come leastleast constrainingconstraining
principleprinciple))

•• Quindi seleziono il gruppo di studenti che hanno più corsi ed asQuindi seleziono il gruppo di studenti che hanno più corsi ed assegno segno 
loro un’aula. Tolgo dal dominio degli altri corsi l’aula in quesloro un’aula. Tolgo dal dominio degli altri corsi l’aula in questione.tione.

•• Alcune aule sono uguali dal punto di vista del modello. Questo Alcune aule sono uguali dal punto di vista del modello. Questo 
introduce simmetrie: il introduce simmetrie: il labelinglabeling evita di assegnare l’aula simmetrica.evita di assegnare l’aula simmetrica.

•• Problema: io voglio imporre il vincolo cumulativo sui corsi asseProblema: io voglio imporre il vincolo cumulativo sui corsi assegnati ad gnati ad 
una stessa aula. Però posso imporlo solo dopo che ho assegnato iuna stessa aula. Però posso imporlo solo dopo che ho assegnato i
corsi alle aule!corsi alle aule!

•• Esistono dimostrazioni formali che ripartire daccapo è utile se Esistono dimostrazioni formali che ripartire daccapo è utile se si usa si usa 
una selezione casuale (una selezione casuale (min_maxmin_max va d’accordo con va d’accordo con indomain_randomindomain_random))
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Funzione obiettivoFunzione obiettivo
•• Minimizzare il numero di “buchi” di Minimizzare il numero di “buchi” di 

orario per gli studentiorario per gli studenti

•• Allo stesso tempo, bisogna evitare Allo stesso tempo, bisogna evitare 
che gli studenti abbiano giornate che gli studenti abbiano giornate 
troppo “piene”troppo “piene”

•• Un giorno libero deve essere Un giorno libero deve essere 
considerato positivo!considerato positivo!

•• Contano di più i gruppi di studenti Contano di più i gruppi di studenti 
che sono più numerosiche sono più numerosi

•• Gli studenti che hanno molte Gli studenti che hanno molte 
scelte non vengono consideratiscelte non vengono considerati

Differenza fra Differenza fra 
la fine la fine 
delldell’’ultima ora ultima ora 
e le l’’inizio della inizio della 
primaprima

••Aggiungo un valore Aggiungo un valore 
negativo per ogni giorno negativo per ogni giorno 
liberolibero

••Minimizzo la somma Minimizzo la somma 
pesata (considerando il pesata (considerando il 
numero di studenti)numero di studenti) 208208

RisultatiRisultati
•• Minimizzazione delle Minimizzazione delle sovrapposizionisovrapposizioni::

•• AA 2003/04: AA 2003/04: 99 sovrapposizioni fra corsi sovrapposizioni fra corsi 
obbligatori e facoltativi obbligatori e facoltativi (dato calcolato su 2 trimestri)(dato calcolato su 2 trimestri)

•• AA 2004/05: AA 2004/05: 00 sovrapposizioni sovrapposizioni (su 3 (su 3 trimtrim))

•• AA 2003/04: AA 2003/04: 2020 sovrapposizioni per recupero sovrapposizioni per recupero (su (su 
2 2 trimtrim))

•• AA 2004/05: AA 2004/05: 00 sovrapposizioni per recupero sovrapposizioni per recupero (su (su 
3 3 trimtrim))
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Creazione di nuovi vincoliCreazione di nuovi vincoli
•• In certi casi può essere utile creare nuovi vincoliIn certi casi può essere utile creare nuovi vincoli

•• se il linguaggio non è abbastanza espressivose il linguaggio non è abbastanza espressivo

•• se ho trovato un algoritmo efficiente per implementare se ho trovato un algoritmo efficiente per implementare 
un vincolo globaleun vincolo globale

•• Metodi per implementare nuovi vincoliMetodi per implementare nuovi vincoli

•• implementazione sospensioniimplementazione sospensioni

•• vincolo element/3vincolo element/3

•• libreria propialibreria propia

•• ConstraintConstraint Handling Handling RulesRules
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SospensioniSospensioni
•• Vincoli gestiti internamente tramite il concetto di Vincoli gestiti internamente tramite il concetto di SospensioneSospensione. Una . Una 

sospensione è un goal che può essere addormentato in attesa che sospensione è un goal che può essere addormentato in attesa che 
avvenga un certo avvenga un certo eventoevento..

•• Ricordate l’algoritmo AC3?Ricordate l’algoritmo AC3?
•• Due liste di vincoli: Lista dei vincoli attivi e lista di vincolDue liste di vincoli: Lista dei vincoli attivi e lista di vincoli addormentatii addormentati
•• Operazioni di: inserimento in lista, estrazione dalla lista, spoOperazioni di: inserimento in lista, estrazione dalla lista, spostare vincoli da stare vincoli da 

una lista all’altra (addormentare vincoli e riscegliare vincoli)una lista all’altra (addormentare vincoli e riscegliare vincoli)
•• ECLiPSe gestisce automaticamente le liste tramite uno ECLiPSe gestisce automaticamente le liste tramite uno schedulerscheduler..

•• Noi dobbiamo solo addormentare un vincolo, in attesa di un eventNoi dobbiamo solo addormentare un vincolo, in attesa di un evento. o. 
Quando l’evento si verifica, ECLiPSe mette il vincolo (goal) nelQuando l’evento si verifica, ECLiPSe mette il vincolo (goal) nel
risolvente.risolvente.

•• Gli eventi nella libreria FD sonoGli eventi nella libreria FD sono
•• minmin cancellazione del minimo nel dominiocancellazione del minimo nel dominio
•• maxmax cancellazione del massimocancellazione del massimo
•• any any cancellazione di un elemento qualsiasi del dominiocancellazione di un elemento qualsiasi del dominio
•• Ci sono altri eventi in altre librerie. Ad esempio, Ci sono altri eventi in altre librerie. Ad esempio, inst inst nella libreria nella libreria suspend suspend 

corrisponde all’istanziazione della variabilecorrisponde all’istanziazione della variabile
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AC3 (AC3 (MackworthMackworth))
LaLa (List of (List of activeactive constraintsconstraints) = lista di tutti i vincoli;) = lista di tutti i vincoli;

LsLs (List of sleeping constraints) = (List of sleeping constraints) = ∅∅;;

while while LaLa ≠≠ ∅∅ dodo

prendi un vincolo prendi un vincolo cc((X,YX,Y)) ∈∈La La e toglilo da e toglilo da LaLa

se ci sono elementi inconsistenti in se ci sono elementi inconsistenti in domdom(X)(X)

allora eliminali (se allora eliminali (se domdom(X) = (X) = ∅∅, , fallisci)fallisci)

metti in metti in LaLa tutti i vincoli in tutti i vincoli in LsLs che coinvolgono che coinvolgono XX

(stesso ragionamento per Y)(stesso ragionamento per Y)

se c(X,Y) non se c(X,Y) non èè completamente risoltocompletamente risolto

allora mettilo in allora mettilo in LsLs
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Propagazione e sospensioniPropagazione e sospensioni
•• per implementare un nuovo vincolo (a basso per implementare un nuovo vincolo (a basso 

livello) silivello) si
•• definisce un predicatodefinisce un predicato
•• il predicato elabora i domini delle variabili coinvolteil predicato elabora i domini delle variabili coinvolte
•• se il vincolo non è completamente risolto, si sospendese il vincolo non è completamente risolto, si sospende

•• In pratica, In pratica, 
•• ECLiPSe implementa l’algoritmo AC3, con la lista dei ECLiPSe implementa l’algoritmo AC3, con la lista dei 

vincoli sospesi (addormentati). vincoli sospesi (addormentati). 
•• Noi possiamo implementare nuovi vincoli Noi possiamo implementare nuovi vincoli 

implementando la parte di propagazione (eliminazione di implementando la parte di propagazione (eliminazione di 
valori inconsistenti).valori inconsistenti).
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Primitive per gestire i dominiPrimitive per gestire i domini
•• dvar_domaindvar_domain(X,D)(X,D) fornisce il dominio (dato fornisce il dominio (dato 

astratto) della variabile Xastratto) della variabile X
EsEs X::1..10, dvar_domain(X,D).X::1..10, dvar_domain(X,D).

yes, D=1.yes, D=1..10.10

•• dom_to_list(D,L)dom_to_list(D,L) trasforma il dominio in listatrasforma il dominio in lista

EsEs X::[1..3, 100..102], dvar_domain(X, D),X::[1..3, 100..102], dvar_domain(X, D),

dom_to_list(D,L).dom_to_list(D,L).

yes, D = [1..3, 100..102]yes, D = [1..3, 100..102]

List = [1, 2, 3, 100, 101, 102]List = [1, 2, 3, 100, 101, 102]

Passa da una rappresentazione compatta ad una estesa: Passa da una rappresentazione compatta ad una estesa: 
spesso sconsigliatospesso sconsigliato
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Primitive per gestire i dominiPrimitive per gestire i domini
•• dom_check_in(dom_check_in(+Element+Element, , +Dom+Dom) ) 

•• Verifica che l’intero Verifica che l’intero ElementElement sia nel dominio Dom. sia nel dominio Dom. 
•• dom_comparedom_compare(?Res, +Dom1, +Dom2) (?Res, +Dom1, +Dom2) 

•• Confronta due domini. Res viene unificato conConfronta due domini. Res viene unificato con
–– = = ssesse Dom1 = Dom2, Dom1 = Dom2, 
–– < < ssesse Dom1 Dom1 ⊂⊂ Dom2, Dom2, 
–– > > ssesse Dom2 Dom2 ⊂⊂ Dom1. Dom1. 

•• Fallisce se nessuno è sottoinsieme dell’altroFallisce se nessuno è sottoinsieme dell’altro
•• dom_memberdom_member(?(?ElementElement, , +Dom+Dom) ) 

•• istanziaistanzia nondeterministicamentenondeterministicamente ElementElement ad uno dei valori in Domad uno dei valori in Dom

•• dom_rangedom_range((+Dom+Dom, ?, ?MinMin, ?Max) , ?Max) 
•• Fornisce il minimo ed il massimo del dominioFornisce il minimo ed il massimo del dominio

•• dom_size(+Dom, ?Size)dom_size(+Dom, ?Size)
•• Fornisce il numero di elementi nel dominioFornisce il numero di elementi nel dominio
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Primitive per gestire i dominiPrimitive per gestire i domini
•• dvar_remove_element(dvar_remove_element(+DVar+DVar, , +El+El) ) 

•• Elimina Elimina ElEl dal dominio della variabile dal dominio della variabile DVarDVar

•• dvar_remove_smaller(+DVar, +El) dvar_remove_smaller(+DVar, +El) 
•• Elimina dal dominio di DVar gli elementi < Elimina dal dominio di DVar gli elementi < ElEl

•• dvar_remove_greater(dvar_remove_greater(+DVar+DVar, , +El+El))
•• Elimina dal dominio di Elimina dal dominio di DVarDVar gli elementi > gli elementi > ElEl
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(meta)predicato (meta)predicato SuspendSuspend
suspendsuspend((+Goal+Goal, , +Prio+Prio, , +CondList+CondList))

•• Sospende il Sospende il GoalGoal in attesa che si verifichi una delle in attesa che si verifichi una delle 
condizioni nella condizioni nella CondListCondList

•• CondListCondList è una lista che contiene elementi del tipoè una lista che contiene elementi del tipo

Variabili Variabili --> libreria:evento> libreria:evento

•• PrioPrio è una priorità da 1 a 12: vengono risvegliati prima i è una priorità da 1 a 12: vengono risvegliati prima i 
vincoli con priorità bassavincoli con priorità bassa

•• Es:Es: suspend(c(A,B),3,[Asuspend(c(A,B),3,[A-->fd:min,B>fd:min,B-->>suspendsuspend::instinst])])

sospende il goal c(A,B) e lo risveglia quando o viene eliminato sospende il goal c(A,B) e lo risveglia quando o viene eliminato il minimo il minimo 
nel dominio di A o viene istanziato B.nel dominio di A o viene istanziato B.



217217

Esempio: implementazione di un Esempio: implementazione di un 
vincolovincolo

minimo(A,B,C):minimo(A,B,C): --

dvar_domain(A,DomA), dvar_domain(A,DomA), 

dom_range(DomA,MinA,MaxA),dom_range(DomA,MinA,MaxA),

dvar_domain(B,DomB), dvar_domain(B,DomB), 

dom_range(DomB,MinB,MaxB),dom_range(DomB,MinB,MaxB),

min_int(MinA,MinB,MinMin),min_int(MinA,MinB,MinMin),

min_int(MaxA,MaxB,MaxMin),min_int(MaxA,MaxB,MaxMin),

dvar_remove_smaller(C,MinMin),dvar_remove_smaller(C,MinMin),

dvar_remove_greater(C,MaxMin),dvar_remove_greater(C,MaxMin),

( nonvar(A), nonvar(B), nonvar(C)( nonvar(A), nonvar(B), nonvar(C)

-- >true>true

; suspend(minimo(A,B,C),3,[A; suspend(minimo(A,B,C),3,[A -- >fd:min,>fd:min,

AA-- >fd:max,B>fd:max,B -- >fd:min,B>fd:min,B -- >fd:max])>fd:max])

), wake.), wake.

min_int(A,B,B):min_int(A,B,B): -- A>A>=B=B,!.,!.

min_intmin_int (A,B,A):(A,B,A): -- A<B.A<B.

Estraggo i dominiEstraggo i domini

Calcolo i nuovi dominiCalcolo i nuovi domini

Elimino i Elimino i valval inconsistentiinconsistenti

Se vincolo risolto Se vincolo risolto --> fine> fine

Altrimenti sospendoAltrimenti sospendo

Risveglio altri vincoliRisveglio altri vincoli
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EsempioEsempio

•• A::3..5,B::2..6, C::0..9, minimo(A,B,C).A::3..5,B::2..6, C::0..9, minimo(A,B,C).

A = A{[3..5]}A = A{[3..5]}

B = B{[2..6]}B = B{[2..6]}

C = C{[2..5]}C = C{[2..5]}

Delayed Delayed goalsgoals::

minimo(A{[3..5]}, B{[2..6]}, C{[2..5]})minimo(A{[3..5]}, B{[2..6]}, C{[2..5]})
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Miglioramenti?Miglioramenti?
�� Non faccio propagazione da C verso A e BNon faccio propagazione da C verso A e B

A :: 3..5, B :: 2..6, C :: 1..2, minimo(A, B, C).A :: 3..5, B :: 2..6, C :: 1..2, minimo(A, B, C).
A = A{[3..5]},B = B{[2..6]},C = 2A = A{[3..5]},B = B{[2..6]},C = 2
Delayed Delayed goalsgoals::

minimo(A{[3..5]}, B{[2..6]}, 2)minimo(A{[3..5]}, B{[2..6]}, 2)
�� Risveglio il vincolo troppo spessoRisveglio il vincolo troppo spesso

•• Se MinA<Se MinA<MinBMinB non c’è bisogno di svegliarsi su Bnon c’è bisogno di svegliarsi su B-->>fdfd::minmin

•• Se Se MaxAMaxA<<MinBMinB, so già che , so già che A=CA=C::
•• potrei evitare di sospendere il vincolo minore(A,B,C) ed imporrepotrei evitare di sospendere il vincolo minore(A,B,C) ed imporre il il 

vincolo A#=C.vincolo A#=C.

Domanda:Domanda: che tipo di consistenza ottengo? GAC? GBC?che tipo di consistenza ottengo? GAC? GBC?
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Vincolo element/3Vincolo element/3

•• Un vincolo è una Un vincolo è una 
relazione, quindi può relazione, quindi può 
essere scritto come essere scritto come 
tabella in cui elenco tabella in cui elenco 
Ie coppie consistenti Ie coppie consistenti 
e quelle inconsistentie quelle inconsistenti

��0011

��2200

��2211

��1111

��1100

��0000

c(X,Yc(X,Y))YYXX
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Vincolo element/3Vincolo element/3

•• Oppure con una tabella in cui Oppure con una tabella in cui 
elenco solo le consistentielenco solo le consistenti

•• In questo caso, il vincolo è In questo caso, il vincolo è 
soddisfatto solo se viene soddisfatto solo se viene 
selezionata una rigaselezionata una riga

c(X,Y):c(X,Y): --

element(I,[0,0,1,1],X),element(I,[0,0,1,1],X),

element(I,[0,2,0,2],Y).element(I,[0,2,0,2],Y).

0011

2200

2211

0000

YYXX
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PROPIAPROPIA
•• Propia è una libreria per definire vincoli a partire Propia è una libreria per definire vincoli a partire 

da predicati (o trasformare predicati in vincoli)da predicati (o trasformare predicati in vincoli)

•• Considera le soluzioni possibili ed effettua la Considera le soluzioni possibili ed effettua la 
minima generalizzazione dei dominiminima generalizzazione dei domini

c(0,0).c(0,0).

c(0,2).c(0,2).

c(1,0).c(1,0).

c(1,2).c(1,2).

C(2,4).C(2,4).

?- c(X,Y) infers most.

X = X{[0..2]}

Y = Y{[0, 2, 4]}

Delayed goals:

c(X{[0..2]}, Y{[0, 2, 4]}) infers most

?- c(X,Y) infers most.

X = X{[0..2]}

Y = Y{[0, 2, 4]}

Delayed goals:

c(X{[0..2]}, Y{[0, 2, 4]}) infers most
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PROPIAPROPIA
•• Propia fornisce il metapredicato Propia fornisce il metapredicato infersinfers, che , che 

trasforma un predicato in vincolo. Dopo infers si trasforma un predicato in vincolo. Dopo infers si 
possono usare varie parole chiave, che indicano il possono usare varie parole chiave, che indicano il 
tipo di propagazione richiesto (AC è tipo di propagazione richiesto (AC è infers mostinfers most o o 
infers fdinfers fd))

•• Per effettuare la generalizzazione, utilizza il Per effettuare la generalizzazione, utilizza il 
dominio delle variabili di un certo solver.dominio delle variabili di un certo solver.
•• Si possono usare diversi solver (FD, Herbrand, …)Si possono usare diversi solver (FD, Herbrand, …)
•• Bisogna aver caricato il solver corrispondente primaBisogna aver caricato il solver corrispondente prima

lib(fd).lib(fd).
lib(propia).lib(propia).
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PROPIAPROPIA
•• Si può usare anche con predicati non ground o ricorsiviSi può usare anche con predicati non ground o ricorsivi

no_overlap(Start1,Dur1,Start2,Dur2):no_overlap(Start1,Dur1,Start2,Dur2): --

Start1 #>= Start2+Dur2.Start1 #>= Start2+Dur2.

no_overlap(Start1,Dur1,Start2,Dur2):no_overlap(Start1,Dur1,Start2,Dur2): --

Start2 #>= Start1+Dur1.Start2 #>= Start1+Dur1.

??-- S::1..10, no_overlap(S,2,5,3) infers fd.S::1..10, no_overlap(S,2,5,3) infers fd.

S = S{[1..3, 8..10]}S = S{[1..3, 8..10]}
yesyes

Simile a disgiunzione costruttiva.Simile a disgiunzione costruttiva.
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Compito 13 set 2007Compito 13 set 2007
•• Un commesso viaggiatore deve passare per un Un commesso viaggiatore deve passare per un 

insieme di città e poi tornare alla città iniziale, insieme di città e poi tornare alla città iniziale, 
percorrendo meno chilometri possibile.percorrendo meno chilometri possibile.

•• Per ogni coppia di città collegate da una strada, è Per ogni coppia di città collegate da una strada, è 
riportata la distanza in un insieme di fatti dista/3riportata la distanza in un insieme di fatti dista/3

dista(dista( bolognabologna ,, ferraraferrara ,50).,50).

dista(dista( ferraraferrara ,, bolognabologna ,50).,50).

dista(dista( bolognabologna ,, ravennaravenna ,84).,84).

……
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Modello sempliceModello semplice
•• Lista di variabili:Lista di variabili:

•• La prima var è la prima città visitataLa prima var è la prima città visitata

•• La seconda var è la seconda città visitataLa seconda var è la seconda città visitata

•• ……

•• Domini: le varie città:Domini: le varie città:

•• [A,B,C,[A,B,C, D…D…] :: [] :: [ ferraraferrara ,, ravennaravenna ,, bologna…bologna… ]]

•• Vincoli: ci deve essere un arco fra una città e la Vincoli: ci deve essere un arco fra una città e la 
successiva. Il vincolo è proprio il predicato dista: successiva. Il vincolo è proprio il predicato dista: 
devo trasformare il predicato in vincolodevo trasformare il predicato in vincolo

•• Funzione obiettivo: Funzione obiettivo: minmin somma delle distanzesomma delle distanze
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ConsideriamoConsideriamoquestoquestoproblemaproblema::
??-- X :: 1..10000000, X :: 1..10000000, 

Y :: 1..10000000, X#>Y, Y#>X.Y :: 1..10000000, X#>Y, Y#>X.
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SoluzioneSoluzione??
•• Noi ci accorgiamo immediatamente del Noi ci accorgiamo immediatamente del 

fallimento, perché ‘vediamo’ i vincoli fallimento, perché ‘vediamo’ i vincoli 
dall’esterno, non dall’internodall’esterno, non dall’interno

•• Sappiamo che quando ci sono alcune Sappiamo che quando ci sono alcune 
combinazioni di vincoli, non ci possono combinazioni di vincoli, non ci possono 
essere soluzioniessere soluzioni
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OrdinamentiOrdinamenti
•• In matematica, i vincoli <, In matematica, i vincoli <, ≤≤, >, , >, …… sono associati sono associati 

agli ordinamentiagli ordinamenti

•• Un ordinamento (parziale) Un ordinamento (parziale) èè una relazione binaria una relazione binaria 
che gode delle proprietche gode delle proprietàà::

•• RiflessivitRiflessivitàà: a : a ≤≤ a.a.

•• Antisimmetria: a Antisimmetria: a ≤≤ b, b b, b ≤≤ a a �� a=ba=b

•• TransitivitTransitivitàà: a : a ≤≤ b, b b, b ≤≤ c c �� a a ≤≤ c.c.

•• Quindi il vincolo in matematica Quindi il vincolo in matematica èè definito in base definito in base 
alle sue alle sue proprietproprietàà. Possiamo definire anche noi un . Possiamo definire anche noi un 
vincolo basandoci sulle proprietvincolo basandoci sulle proprietàà??
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Constraint Handling Rules (CHR)Constraint Handling Rules (CHR)

•• Un modo per definire la propagazione di Un modo per definire la propagazione di 
nuovi vincoli.nuovi vincoli.

•• I vincoli sono definiti tramite delle regole, I vincoli sono definiti tramite delle regole, 
che possono essere di tre tipi: che possono essere di tre tipi: simplificationsimplification, , 
propagationpropagation e e simpagationsimpagation (caso particolare (caso particolare 
di di simplificationsimplification))
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Propagation rulesPropagation rules
•• Una Una PropagationPropagation rulerule ha la sintassi:ha la sintassi:

c1, c2, … c1, c2, … ==>==> guardia | body.guardia | body.

e significa che se i vincoli e significa che se i vincoli c1, c2, …c1, c2, … sono nel sono nel constraintconstraint
storestore e la e la guardiaguardia è vera, allora anche il è vera, allora anche il bodybody deve deve 
essere vero.essere vero.

•• La La guardia guardia è opzionale. è opzionale. 

•• Nella testa (antecedente) possono comparire solo vincoli. Nella testa (antecedente) possono comparire solo vincoli. 
Questi sono i nuovi vincoli che vogliamo definire (non Questi sono i nuovi vincoli che vogliamo definire (non 
possono comparire vincoli predefiniti, come #<, possono comparire vincoli predefiniti, come #<, alldifferentalldifferent, , 
…)…)

•• OperazionalmenteOperazionalmente, se i vincoli , se i vincoli c1, c2, …c1, c2, … sono nello sono nello 
storestore, verifica se la , verifica se la guardia guardia è vera, poi esegue il è vera, poi esegue il bodybody ..
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Simplification rulesSimplification rules
•• Una Una SimplificationSimplification rulerule ha la sintassi:ha la sintassi:

c1, c2, … c1, c2, … <=><=> guardia | body.guardia | body.

e significa che se la e significa che se la guardiaguardia è vera, allora i è vera, allora i 
vincoli vincoli c1, c2, …c1, c2, … sono equivalenti al sono equivalenti al bodybody ..

•• Nella testa (antecedente) possono comparire solo Nella testa (antecedente) possono comparire solo 
vincoli. Questi sono i nuovi vincoli che vogliamo vincoli. Questi sono i nuovi vincoli che vogliamo 
definire (non possono comparire vincoli predefiniti, definire (non possono comparire vincoli predefiniti, 
come #<, alldifferent, …)come #<, alldifferent, …)

•• Operazionalmente, se i vincoli Operazionalmente, se i vincoli c1, c2, …c1, c2, … sono sono 
nello nello storestore, verifica se la , verifica se la guardia guardia è vera, poi è vera, poi 
toglie dal toglie dal constraintconstraint storestore c1, c2, …c1, c2, … ed esegue il ed esegue il 
bodybody ..
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EsempioEsempio: : vincolovincolo leqleq (less or equal)(less or equal)
reflexivity@reflexivity@ leqleq (X,X) <=> (X,X) <=> truetrue ..

antisymmetry@antisymmetry@ leqleq (X,Y), leq(Y,X) <=> X=Y.(X,Y), leq(Y,X) <=> X=Y.

transitivity@transitivity@ leqleq (X,Y), leq(Y,Z) ==> (X,Y), leq(Y,Z) ==> leqleq (X,Z).(X,Z).

leqleq (A,B), (A,B), leqleq (B,C), (B,C), leqleq (C,A)(C,A)

leqleq (A,B), leq(B,C), (A,B), leq(B,C), leqleq (C,A), (C,A), leqleq (A,C)(A,C)

leqleq (A,B), (A,B), leqleq (B,A), (B,A), A=CA=C

A=BA=B, , A=CA=C
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NoteNote
•• CHR non utilizza l’unificazione, ma il CHR non utilizza l’unificazione, ma il patternpattern--matchingmatching (fa l’unificazione (fa l’unificazione 

solo in una direzione). Ad solo in una direzione). Ad eses, , leqleq (A,B)(A,B) non attiva la regolanon attiva la regola

leqleq (X,X) <=> (X,X) <=> truetrue ..

(la testa della regola deve essere più specifica)(la testa della regola deve essere più specifica)

•• La guardia deve essere un semplice test (ad La guardia deve essere un semplice test (ad eses, var, , var, groundground, …) non , …) non 
deve unificare variabili che compaiono nella testa. Se si effettdeve unificare variabili che compaiono nella testa. Se si effettuano uano 
unificazioni, la guardia fallisce. Ad unificazioni, la guardia fallisce. Ad eses::

leqleq (X,Y) <=> X=Y|true.(X,Y) <=> X=Y|true.

è equivalente a è equivalente a leqleq (X,X) <=> (X,X) <=> truetrue ..

•• Non posso usare nella testa delle regole dei vincoli predefinitiNon posso usare nella testa delle regole dei vincoli predefiniti, ma solo , ma solo 
vincoli definiti con CHR. Se voglio, posso scrivere delle regolevincoli definiti con CHR. Se voglio, posso scrivere delle regole che che 
“trasformano” un vincolo CHR in un altro vincolo, tipo:“trasformano” un vincolo CHR in un altro vincolo, tipo:

leq(X,Yleq(X,Y ) ==> X#=<Y) ==> X#=<Y

oppureoppure
leq(X,Yleq(X,Y ) <=> ) <=> nonvar(Xnonvar(X ), ), nonvar(Ynonvar(Y ) | X =< Y.) | X =< Y.
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CHR in CHR in ECLiPSeECLiPSe
•• Per Per usareusare CHR, CHR, sisi devedeve caricarecaricare la la librerialibreria

chrchr, , oppureoppure la la nuovanuova implementazioneimplementazione echech
(V. (V. sulsul manualemanuale le le differenzedifferenze).).
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CLPCLP((RR)) in in ECLiPSeECLiPSe
•• ECLiPSeECLiPSe ha una libreria per l’uso di CLP(R), chiamata ha una libreria per l’uso di CLP(R), chiamata eplexeplex

•• Utilizzo di un risolutore esterno (Utilizzo di un risolutore esterno (CplexCplex, , XpressXpress--MPMP oppure solver oppure solver 
freefree), basato sull’algoritmo del ), basato sull’algoritmo del simplessosimplesso

•• Creazione di un’istanza del solver, in cui si stabilisce una Creazione di un’istanza del solver, in cui si stabilisce una 
funzione obiettivofunzione obiettivo

eplexeplex :eplex_solver_setup(:eplex_solver_setup( minmin (X))(X))

eplexeplex :eplex_solver_setup(:eplex_solver_setup( maxmax(X))(X))

•• Definizione di domini:Definizione di domini:
$:: $:: oppureoppure eplexeplex :(L :: :(L :: DomDom))

•• Vincoli lineari:Vincoli lineari:
$>=, $=<, $=$>=, $=<, $=

•• risoluzionerisoluzione
eplex_solve(eplex_solve( CostCost ))
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EsempioEsempio
:: -- liblib (( eplexeplex ).).

lp_example(X,Y,lp_example(X,Y, CostCost ) :) : --

eplex_solver_setup(eplex_solver_setup( minmin (X)),(X)),

[X,Y] $:: 0..10,[X,Y] $:: 0..10,

X+YX+Y $>= 3,$>= 3,

XX-- Y $= 0,Y $= 0,

eplex_solve(eplex_solve( CostCost ).).

•• Risultato:Risultato:
:: -- lp_example(X,Y,C).lp_example(X,Y,C).
X = X{0 .. 10 @ 1.5}X = X{0 .. 10 @ 1.5}
Y = Y{0 .. 10 @ 1.5}Y = Y{0 .. 10 @ 1.5}
C = 1.5C = 1.5

Soluzione ottimaSoluzione ottima

Valore della soluzione ottimaValore della soluzione ottima
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Integrazione dei due solverIntegrazione dei due solver
•• In molte applicazioni, fare cooperare i due solver porta a In molte applicazioni, fare cooperare i due solver porta a 

soluzioni più velocemente di ciascuno dei duesoluzioni più velocemente di ciascuno dei due

•• Nell’esempio precedente, la propagazione Nell’esempio precedente, la propagazione ArcArc--ConsistencyConsistency
non restringe i domini:non restringe i domini:
[X,Y] #:: 0..10,X+Y #>= 3,X[X,Y] #:: 0..10,X+Y #>= 3,X -- Y #= 0.Y #= 0.
X = X{[0..10]}X = X{[0..10]}
Y = X{[0..10]}Y = X{[0..10]}
Delayed goals:  X{[0..10]} + X#>=3Delayed goals:  X{[0..10]} + X#>=3

•• eppure il valore ottimo del rilassamento lineare è X=1eppure il valore ottimo del rilassamento lineare è X=1.5.5
(quindi non ci sono soluzioni con X=0, X=1)(quindi non ci sono soluzioni con X=0, X=1)

•• Posso calcolare il valore ottimo del rilassamento lineare e Posso calcolare il valore ottimo del rilassamento lineare e 
imporre X #>= C.imporre X #>= C.

•• E`E` anche possibile creare un vincolo che esegue il anche possibile creare un vincolo che esegue il 
simplessosimplesso
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OVERVIEWOVERVIEW

•• Constraint Satisfaction (Optimization) ProblemsConstraint Satisfaction (Optimization) Problems

•• Constraint (Logic) ProgrammingConstraint (Logic) Programming
–– language and toolslanguage and tools

•• AI Applications: modelling and solvingAI Applications: modelling and solving
–– Scheduling Scheduling -- Timetabling Timetabling -- Resource AllocationResource Allocation
–– Routing Routing 
–– Packing Packing -- CuttingCutting

–– Graphics Graphics -- VisionVision
–– PlanningPlanning

•• Advantages and Advantages and LimitationsLimitations of CP: of CP: extensionsextensions
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ADVANTAGES OF CPADVANTAGES OF CP

•• Easy problem modellingEasy problem modelling

•• Constraints provide a natural way of implementing Constraints provide a natural way of implementing 
propagation rulespropagation rules

•• Flexible treatment of variants of original problems: Flexible treatment of variants of original problems: 
–– easy introduction of new constraintseasy introduction of new constraints

–– transparent interaction with other constraintstransparent interaction with other constraints

•• Easy control of the searchEasy control of the search
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LIMITATIONS of PURE CPLIMITATIONS of PURE CP

•• Optimization side not very effectiveOptimization side not very effective

•• OverOver--Constrained problems: Constrained problems: 
–– no effective way of relaxing constraintsno effective way of relaxing constraints

–– hard/soft constraintshard/soft constraints

•• Dynamic Changes: Dynamic Changes: 
–– addition/deletion of variablesaddition/deletion of variables

–– addition/deletion of domain valuesaddition/deletion of domain values

–– addition/deletion of constraints addition/deletion of constraints 
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CP EXTENSION FOR OPTIMIZATIONCP EXTENSION FOR OPTIMIZATION
•• Integration of OR techniques in CP tools:Integration of OR techniques in CP tools:

–– MP based solvers: 2LP MP based solvers: 2LP [McAloon, Tretkoof PPCP94], OPL OPL [Van 
Hentenryck, 99], PlannerPlanner [ILOG Planner Manual]

•• Integration of CPLEX and XPRESS in FD solversIntegration of CPLEX and XPRESS in FD solvers

–– Integration of specialized algorithms for:Integration of specialized algorithms for:
•• computing bounds computing bounds 

•• using reduced costsusing reduced costs

–– Improvement of CP branch and bound Improvement of CP branch and bound 
•• [[RodosekRodosek , Wallace, , Wallace, HajianHajian Annals OR 97], [Annals OR 97], [Caseau, Laburthe ICLP94 

and JICSLP96], [Beringer, DeBacker, LP Formal Method and Pr act. 
Appl. 95]

–– Integration of local search techniques Integration of local search techniques 
– [DeBacker, Furnon,Shaw CPAIOR99], [Caseau, Laburthe CPAIOR 99],  

[Gendreau, Pesant, Rousseau, Transp. Sci. 98]

–– Integration of branch and cut in a logical settingIntegration of branch and cut in a logical setting
• [Bockmayr ICLP95], [Kasper PhD, 99]

[Caseau, Laburthe ICLP97 and CP97], 
[Focacci, Lodi, Milano ICLP99 and CP99],
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CP EXTENSION FOR OVERCP EXTENSION FOR OVER--CONSTRAINEDCONSTRAINED
PROBLEMSPROBLEMS

•• HCSP:HCSP:
–– Implementation of CP solvers exploiting Hierarchical CSP Implementation of CP solvers exploiting Hierarchical CSP 

frameworkframework

–– Meta programmingMeta programming

CP EXTENSION FOR DYNAMIC CHANGESCP EXTENSION FOR DYNAMIC CHANGES

•• DCSPDCSP

•• ATMSATMS--based solversbased solvers

•• Interactive Constraint SatisfactionInteractive Constraint Satisfaction

Complex data-structures

[R.Dechter, A.Dechter, AAAI88], [Verfaillie, Schiex AAAI94],  

[Bessiere, AAAI91], [Lamma et al. IJCAI99]

[A. Borning OOPSLA87], [A. Borning et al. ICLP89], [M .Jamper PhD, 96]
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TO KNOW MORE…..

•• Conferences: Conferences: 
–– International Conference on Principles and Practice of ConstrainInternational Conference on Principles and Practice of Constraint t 

Programming (CP)Programming (CP)

–– Logic programming conferences (ICLP Logic programming conferences (ICLP -- ILPS ILPS -- JICSLP)JICSLP)

–– AI Conferences (ECAI AI Conferences (ECAI -- AAAI AAAI -- IJCAI)IJCAI)

–– Operations research conferences (INFORMS Operations research conferences (INFORMS -- IFORS)IFORS)

–– International Conference on Integration of AI and OR Techniques International Conference on Integration of AI and OR Techniques in in 
Constraint Programming for Combinatorial Optimization Problems Constraint Programming for Combinatorial Optimization Problems 
(CP(CP--AIAI--OR)OR)

•• Books: Books: 
–– Krzysztof R. Apt and Mark Wallace, Krzysztof R. Apt and Mark Wallace, Constraint Logic Programming Constraint Logic Programming 

using using ECLECLiiPSPSee, Cambridge, Cambridge

–– K. Marriott and P. Stuckey, K. Marriott and P. Stuckey, Programming with constraints: An Programming with constraints: An 
Introduction, Introduction, MIT PressMIT Press

–– RinaRina DechterDechter, , Constraint Processing,Constraint Processing, Morgan KaufmannMorgan Kaufmann
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TO KNOW MORE…..

•• Journals: Journals: 
–– Constraint Constraint -- An International JournalAn International Journal

–– AI AI -- LP LP -- OR JournalsOR Journals

•• Industrial Applications: Industrial Applications: 
–– COSYTEC, ILOG, COSYTEC, ILOG, CrosscoreOptimizationCrosscoreOptimization, SIEMENS, BULL, SIEMENS, BULL

•• News group:News group: comp.constraintscomp.constraints

•• Mailing lists:Mailing lists: CPWORLD@gmu.eduCPWORLD@gmu.edu

•• Constraint Archive: Constraint Archive: http://4c.ucc.ie/web/archive/http://4c.ucc.ie/web/archive/


